TD Analyse Numérique Licence L3 MASS

Exercice 1 : algorithme de point fixe en dimension n.

Soit g € CL(R™,R"™) et & € R™ un point fixe de g tel que g(Z) = Z. On suppose que || Dg(z)|| < 1
pour la norme induite par une norme |.|| sur R”. On considére 'algorithme de point fixe suivant :
(0 € R" et

25 = ¢(z™®) pour tous k € N.

On définit la boule ouverte de centre a € R™ et de rayon § comme suit
B(a,d) = {x € R" tel que ||z — a|| < §}.

On utilisera le Lemme (théoréme des accroissements finis) suivant : soit f € C*(R",R") et a,b € R,
on définit le segment |a, b[C R™ comme

la,b[= {z € R" tel que x =6a+ (1 —0)b, 6 € (0,1)},
alors
1£®) = f@)l < (sup [IDF@)]) lIb—all
z€]a,b|

() Montrer qu'’il existe & > 0 et 8 < 1 tel que pour tout z*) € B(Z,«) alors

l2*+) — || < Blla® — 2.
1) En déduire que s1 2\ € B(x, «) alors 2\*/ € B(x,a) pour tous k € N et
ii) En dédui i2®eB lors z®) € B keN

l*+) — 2| < Blla® — 2.
iii) En déduire que si ') € B(z, a) alors
(i) Bn déduire que si %) € B(z,a) a

|2 — z|| < g2 — Z|| pour tous k € N,

conclure que la suite %) k € N converge vers .

Exercice 2 : Newton et point fixe en dimension 2. On considere la fonction f de R? dans R? suivante :

x1 \ _ ( —dz1 + 2sin(x1) + 2 cos(xg)
! xo )\ —bHwy+ 2sin(zy) + 2cos(xy) )

On cherche 7 € R? tel que f(z) = 0.
(1) Mettre le systeme f(x) = 0 sous la forme d’un point fixe g(z) = x avec g : R? — R? contrac-
tante par rapport a la norme ||||1.
En déduire qu’il existe un unique z € R? tel que f(Z) = 0 et que la suite

2* ) = (), k € N avec (¥ € R? donné

converge vers T au moins linéairement.
(2) Ecrire lalgorithme de Newton pour résoudre le systéme non linéaire f(z) = 0. Est-il toujours
défini ?



