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Exercice 1 : algorithme de point fixe en dimension n.
Soit g ∈ C1(Rn,Rn) et x̄ ∈ Rn un point fixe de g tel que g(x̄) = x̄. On suppose que ‖Dg(x̄)‖ < 1

pour la norme induite par une norme ‖.‖ sur Rn. On considère l’algorithme de point fixe suivant :
x(0) ∈ Rn et

x(k+1) = g(x(k)) pour tous k ∈ N.

On définit la boule ouverte de centre a ∈ Rn et de rayon δ comme suit

B(a, δ) = {x ∈ Rn tel que ‖x− a‖ < δ}.

On utilisera le Lemme (théorème des accroissements finis) suivant : soit f ∈ C1(Rn,Rn) et a, b ∈ Rn,
on définit le segment ]a, b[⊂ Rn comme

]a, b[= {x ∈ Rn tel que x = θa+ (1− θ)b, θ ∈ (0, 1)},

alors
‖f(b)− f(a)‖ ≤

(
sup

x∈]a,b[
‖Df(x)‖

)
‖b− a‖.

(i) Montrer qu’il existe α > 0 et β < 1 tel que pour tout x(k) ∈ B(x̄, α) alors

‖x(k+1) − x̄‖ ≤ β‖x(k) − x̄‖.

(ii) En déduire que si x(0) ∈ B(x̄, α) alors x(k) ∈ B(x̄, α) pour tous k ∈ N et

‖x(k+1) − x̄‖ ≤ β‖x(k) − x̄‖.

(iii) En déduire que si x(0) ∈ B(x̄, α) alors

‖x(k) − x̄‖ ≤ βk‖x(0) − x̄‖ pour tous k ∈ N,

conclure que la suite x(k), k ∈ N converge vers x̄.

Exercice 2 : Newton et point fixe en dimension 2. On considère la fonction f de R2 dans R2 suivante :

f

(
x1
x2

)
=

(
−5x1 + 2 sin(x1) + 2 cos(x2)
−5x2 + 2 sin(x2) + 2 cos(x1)

)
.

On cherche x̄ ∈ R2 tel que f(x̄) = 0.
(1) Mettre le système f(x) = 0 sous la forme d’un point fixe g(x) = x avec g : R2 → R2 contrac-

tante par rapport à la norme ‖‖1.
En déduire qu’il existe un unique x̄ ∈ R2 tel que f(x̄) = 0 et que la suite

x(k+1) = g(x(k)), k ∈ N avec x(0) ∈ R2 donné

converge vers x̄ au moins linéairement.
(2) Ecrire l’algorithme de Newton pour résoudre le système non linéaire f(x) = 0. Est-il toujours

défini ?


