TD Analyse Numérique Licence L3 MASS, TDs 4 et 5, corrigé

Exercice 1 : On considere un réel A # 0 et 'EDO z(0) = 79 € R,

2 (t) = =Ax(t), t > 0.

Soit T' > 0 et la discrétisation en temps uniforme : m € N*, At = % et tp = kAt pour k=0, ---

On considere le schéma d’Euler implicite : g € R donné et

WZ—)\ﬁmhkzoa“wm—l-

On considere également le schéma d’Euler explicite : g € R donné et

x’“%t_x’“:—mk, k=0, ,m—1.
(1) Calculer la solution exacte de 'EDO notée Z(t), t > 0.
Corrigé : la solution est Z(t) = Zge .
(2) Calculer les solutions des deux schémas zj pour k =0,--- ,m

Corrigé : on trouve

2= (r3m) ™

pour le schéma d’Euler implicite et
k
T = (1 — )\At) o,

pour le schéma d’Euler explicite.

(3) On suppose que A > 0. Montrer que la solution du schéma d’Euler implicite vérifie |zj| < |zo|
pour tous k =0, --- ,m quel que soit At >0

Corrigé : pour A>0on a0 < ﬁ < 1 d’ou le résultat.

(4) On suppose que A > 0. Donner une condition sur At pour que la solution du schéma d’Euler
explicite vérifie |x| < |zo| pour tous k =0,--- ,m.

Corrigé : la condition équivaut & |1 — AA¢| < 1 et donc & —1 < 1 — AAt < 1 ce qui équivaut

N 2
aAt< -

(5) On suppose que A > 0. Montrer que la solution du schéma d’Euler implicite xj, reste du signe
de xg pour tous k = 0,--- ,m quel que soit At > 0.

s s . T 1
Corrigé : c’est immédiat car {577 > 0.

(6) On suppose que A > 0. Donner une condition sur At pour que la solution du schéma d’Euler
explicite zj soit du signe de xg pour tous k =0,--- ,m.

Corrigé : cela équivaut a 1 — AAt > 0 et donc a At < ﬁ

(7) On suppose que A < 0. Montrer que la solution du schéma d’Euler explicite xj reste du signe
de xg pour tous k = 0,--- ,m quel que soit At > 0.



Corrigé : c’est immédiat car 1 — AAt > 0.

(8) On suppose que A < 0. Donner une condition sur At pour que la solution du schéma d’Euler
implicite x; soit du signe de xy pour tous £k =0,--- ,m.

Corrigé : cela équivaut a 1 + AAt > 0 et donc a At < ﬁ (on a exclu At = ﬁ, pas de temps

pour lequel le schéma n’est pas défini).

(9) Soit T = Z(tg), k = 0,--- ,m. Montrer que I'erreur de consistance du schéma d’Euler implicite
Tht1 — Tk _
Tk = +T + A Tgtt,
7 2
vérifie |ry| < %At pour tous k =0,--- ,m — 1.

Corrigé : on a
1 tet+1 , \ J 1 lkt1 , , 4
T = — T (t z(t t = — z(t) —2'(¢ t.
=) @O = 5 [0 - )
D’apres le théoreme des accroissements finis on a pour tout t € [tk, tk+1]

FO) -2t < (s 177(6)]) (s —0) < (sup 137()]) (trra —) = |20l A2 (tpsa ).
Se(t,tk+1) SE(O,T)

On en déduit que

1 trt1 - )\2
el <l [ e — e = 0

At Jy, 2
(10) On définit Verreur ey = T — zx, k = 0,--- ,m pour le schéma d’Euler implicite. Montrer
qu’elle vérifie I’équation :
€1 — €
kHAitk—l-)\ekH =r, pour tous k =0,--- ,m — 1.

Corrigé : elle s’obtient en soustrayant I’équation du schéma

Th41 — Tk
Tl Z Tk ) s
At +1
de la définition de ’erreur de consistance W ==\ Tpa1 + 7k

(11) On suppose que A > 0. Montrer que

|Zo| A2

2
En déduire que le schéma d’Euler implicite converge a ’ordre 1 pour A > 0.

|€k| §\€o|+T At pour tous k=0,--- ,m.

Corrigé : on a la relation de récurrence

e —#(e —i—Atr)
kH_l—l—)\At k k-

Comme A >0 on a |ﬁ\ <1, on a donc

|Zo| A2
2

lepsil < lex] + Atlry| < lex] +At( At)

Par récurrence on en déduit que

|Zo| A2

‘ek‘ < ’60| +TTAt



(12) Reprendre 'estimation d’erreur de la question 11 pour le schéma d’Euler implicite avec A < 0.

Corrigé : il faut remarquer que pour tout At < condition que I’on suppose vérifiée dans

zm (
cette question) on a

1
<14 2\)\AE < e2AL
[Tl STH2at=e

On a comme précédemment

|ek|+At(’ TolX* At)) <62WN<\@ \+At<| 0|A2At>)

1
L P—
< gl

Par récurrence on en déduit que (cf cours Chapitre 3)
leg| < 2tk (|eo\ +tge (‘ ToX* At))

(13) Reprendre les questions 9,10,11 pour le schéma d’Euler explicite avec A > 0 puis avec A < 0.

Corrigé : dans le cas du schéma d’Euler explicite, ’erreur de consistance est définie par

Th+1 — Tk _
?”k:T‘FALEk,

et I’équation de récurrence sur I'erreur par

€k+1 — €k

A7 4+ X e =71, pour tous k=0,--- ,m — 1.

On montre comme pour la question (9) que

— AQ
Ire| < :c02| At

Supposons A > 0. Dans ce cas, en supposant que At < ‘72|, on remarque (cf question 4) que
|1 — AAt| < 1. Sous cette hypothese, on montre comme pour la question (11) que

)\2
lersa < lex| + Atlri] < lex] +At<|x°‘

At)
Par récurrence on en déduit que

|z o\)\

lex| < Jeo| + T2 A,

BN

Supposons maintenant que A < 0. On a 1+ |A|At < puis comme pour la question (12)

|Zo| A2

lera1] < (14 |NAE)|ex] +At(| To|X* At) < eMAt e, |+At( At)

Par récurrence on en déduit que (cf cours Chapitre 3)

lex| < el (’€0| + tk<|x0‘)\ At))




