TD Analyse Numérique Licence L3 MASS, TDs 4 et 5

Exercice 1 : On considére un réel A # 0 et 'EDO z(0) = 79 € R*,

2'(t) = —Axz(t), t > 0.

Soit T' > 0 et la discrétisation en temps uniforme : m € N*, At = ~ et t;, = kAt pour k =0,---

On considere le schéma d’Euler implicite : 9 € R donné et

Th1 — Tk

Al =—-Axgr1, k=0,--- ,m— 1.

On considere également le schéma d’Euler explicite : g € R donné et

W:—/\mk, k=0, ,m—1.
(1) Calculer la solution exacte de PEDO notée z(t), t > 0.
(2) Calculer les solutions des deux schémas zj pour k =0,--- ,m

(3) On suppose que A > 0. Montrer que la solution du schéma d’Euler implicite vérifie |zj| < |zo|
pour tous k=0, --- ,m quel que soit At >0
(4) On suppose que A > 0. Donner une condition sur At pour que la solution du schéma d’Euler

explicite vérifie |x| < |zo| pour tous k =0,--- ,m.

(5) On suppose que A > 0. Montrer que la solution du schéma d’Euler implicite xj, reste du signe
de xy pour tous k =0, --- ,m quel que soit At > 0.

(6) On suppose que A > 0. Donner une condition sur At pour que la solution du schéma d’Euler
explicite zj, soit du signe de xg pour tous k =0,--- ,m.

(7) On suppose que A < 0. Montrer que la solution du schéma d’Euler explicite xj reste du signe
de xy pour tous k=0, --- ,m quel que soit At > 0.

(8) On suppose que A < 0. Donner une condition sur At pour que la solution du schéma d’Euler
implicite x; soit du signe de xy pour tous £k =0,--- ,m.

(9) Soit Ty, = Z(tg), k = 0,--- ,m. Montrer que I'erreur de consistance du schéma d’Euler implicite

TR = % + A Ty,

= 2
vérifie |ry| < %At pour tous k =0,--- ,m — 1.

(10) On définit Verreur ey = T — zx, k = 0,--- ,m pour le schéma d’Euler implicite. Montrer
qu’elle vérifie I’équation :

€ —e
HlAitk—l_Aek‘-i-l:Tk pour tous k =0,--- ,m — 1.

(11) On suppose que A > 0. Montrer que

lex| < |eol +T|:CO2|At pour tous k =0,--- ,m.

En déduire que le schéma d’Euler implicite converge a ’ordre 1 pour A > 0.



(12) Reprendre 'estimation d’erreur de la question 11 pour le schéma d’Euler implicite avec A < 0.
(13) Reprendre les questions 9,10,11 pour le schéma d’Euler explicite avec A > 0 puis avec A < 0.

Exercice 2 : Soient f € C? (R” x R, R”), Zo € R" et 'EDO

{ 2/ (t) = f(z(t),t), t >0
IE(O) = Iy,

de solution z € C3 ([0, T],R”) pour 7' > 0 donné.

On considere une discrétisation en temps tg = 0 < t1--- < tp--- < t;, = T, et on note Aty =
thi1 —tp, k=0,--- ,m—1et At = MaXk=1,... m—1 Aty,.

Pour 6 € [0,1], on considére le schéma suivant : zo € R” donné et

+A1T =0 f(@pp1sthsr) +(1—0) f(xp,te), k=0,-- ,m—1.
On définit l'erreur de consistance pour £k =0,--- ,m — 1 :

T(tg1) — Z(tk)
Aty

=0 f(Z(tkt1), ter1) — (1 —0) f(2(tk), tk)-

T =

(1) Montrer que le schéma est consistant a 'ordre 1 quel que soit 6 € [0, 1] au sens ou il existe une
constante 3 (indépendante de At mais dépendante de Z et T') telle que

< BAt.
pednax el < 5

(2) Montrer que le schéma est consistant a l'ordre 2 pour § = 1/2 au sens ot il existe une constante
v (indépendante de At mais dépendante de T et T') telle que

< YA
pednax el <



