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Introduction

L'objet de I'analyse numérique est de concevoir et d’étudies méthodes de résolution de certains problemes

mathématiques, en général issus de la modélisation degpnell|“réels", et dont on cherche a calculer la solution

a l'aide d’'un ordinateur.

Le cours est structuré en quatre grands chapitres :

Systémes linéaires

Systemes non linéaires

Optimisation

Equations différentielles.

On pourra consulter les ouvrages suivants pour ces ditigsgrarties (ceci est une liste non exhaustive!) :

— P.G. Ciarlet, Introduction a I'analyse numérique et atilmjisation, Masson, 1982, (pour les chapitre 1 & 3 de ce
polycopié).

— M. Crouzeix, A.L. Mignot, Analyse numérique des équatidifgrentielles, Collection mathématiques ap-
pliquées pour la maitrise, Masson, (pour le chapitre 4 deobgeppié).

— J.P. Demailly, Analyse numérique et équations difféedies Collection Grenoble sciences Presses Universi-

taires de Grenoble

L. Dumas, Modélisation a 'oral de I'agrégation, calculestifique, Collection CAPES/Agrégation, Ellipses,

1999.

J. Hubbard, B. West, Equations différentielles et sysgdymamiques, Cassini.

P. Lascaux et R. Théodor, Analyse numérique matricielidiquee a I'art de I'ingénieur, tomes 1 et 2, Masson,

1987

L. Sainsaulieu, Calcul scientifique cours et exercices@®s pour le 2éme cycle et les éécoles d’ingénieurs,

Enseignement des mathématiques, Masson, 1996.

M. Schatzman, Analyse numérique, cours et exercicespitcba 1,2 et 4).

D. Serre, Les matrices, Masson, (2000). (chapitres 1,2 et 4

P. Lascaux et R. Theodor, Analyse numérique sappliqués@emrces de I'ingénieur, Paris, (1994)

— R. Temam, Analyse numeérique, Collection SUP le mathéieati®resses Universitaires de France, 1970.

Et pour les anglophiles...

M. Braun, Differential Equations and their applicatioBpringer, New York, 1984 (chapitre 4).

G. Dahlquist and A. Bjorck, Numerical Methods, Prenticédl F&eries in Automatic Computation, 1974, Engle-

wood Cliffs, NJ.

R. Fletcher, Practical methods of optimization, J. WiNgw York, 1980 (chapitre 3).

G. Golub and C. Van Loan, Matrix computations, The John Hupkniversity Press, Baltimore (chapitre 1).

R.S. Varga, Matrix iterative analysis, Prentice Hall, EEmgpod Cliffs, NJ 1962.

Ce cours a été rédigé pour la licence de mathématiques peeriseignement de I'université d’Aix-Marseille 1.

Chaque chapitre est suivi d’un certian nombre d’exerci@@sdonne ensuite des suggestions pour effectuer les

exercices, puis des corrigés détaillés. Il est fortemenseitié d’essayer de faire les exercices d’abord sans ces

indications, et de ne regarder les corrigés détaillés aqufais I'exercice achevé (méme si certaines questions n’ont

pas pu étre effectuées), ceci pour se préparer aux corglidieramen.



Chapitre 1

Systemes linéaires

1.1 Objectifs

On noteM x(IR) I'ensemble des matrices carrées d’ordfeSoit A € My (IR) une matrice inversible, ét €
IR”, on a comme objectif de résoudre le systéme linédire= b, c’est & dire de trouver solution de :

{ reRY

P (1.1.1)

CommeA est inversible, il existe un unique vecteure IR solution de (1.1.1). Nous allons étudier dans les
deux chapitres suivants des méthodes de calcul de ce vectdampremiere partie de ce chapitre sera consacrée
aux méthodes “directes" et la deuxiéme aux méthodes ‘iitésit Nous aborderons ensuite en troisiéme partie les
méthodes de résolution de problémes aux valeurs propres.

Un des points essentiels dans I'efficacité des méthodesagges concerne la taille des systémes a résoudre. Entre
1980 et 2000, la taille de la mémoire des ordinateurs a augnaderfacon drastique. La taille des systémes qu’on
peut résoudre sur ordinateur a donc également augmerug,'setire de grandeur suivant :

1980 : matrice “pleine” (tous les termes sont non nulsy = 102

matrice “creuse” N =10
2000 : matrice “pleine” N =108
matrice “creuse” N =108

Le développement des méthodes de résolution de systéndéedrdin est liée a I'évolution des machines infor-
matiques. Un grand nombre de recherches sont d’ailleur®ers pour profiter au mieux de I'architecture des
machines (méthodes de décomposition en sous domainesnoditees architectures paralléles, par exemple).
Dans la suite de ce chapitre, nous verrons deux types de desthour résoudre les systemes linéaires : les
méthodes directes et les méthodes itératives. Pour éadditompréhension de leur étude, nous commencgons par
quelques rappels d’'algébre linéaire.

1.2 Quelques rappels d’algebre linéaire

1.2.1 Norme induite

Définition 1.1 (Norme matricielle, norme induite) On noteM y (IR) I'espace vectoriel (sulR) des matrices
carrées d’'ordreN.



1.2. QUELQUES RAPPELS D’'ALGEBRE LINEAIRE CHAPITRE 1. SYSMES LINEAIRES
1. On appelle norme matricielle sy (IR) une norme| - || sur My (IR) t.q.

IAB| < [[A]l|B|I, VA, B € My(IR) (1.2.2)
2. On considerdR” muni d’'une norme| - ||. On appelle norme matricielle induite (ou norme induite) su
My (IR) par la norme|| - ||, encore notéd - ||, la norme sutM (IR définie par :
1Al = sup{[|Az|l; = € RY, |lz]| =1}, VA € My (R) (1.2.3)

Proposition 1.2 Soit My (IR) muni d’'une norme induitg - ||. Alors pour toute matriced € My (IR), ona:

L || Azl < [|A] lz], Ve eRY,

2. ||All = max {[|Az]| ; ||lz] = 1, = € RY},

3. Al = max{ 'H/;T” cze RV {o}}.

4. || - || est une norme matricielle.
Démonstration :

| Az]|

1. Soitz € R™ \ {0}, posongy = ——, alors||y|| = 1 donc||Ay| < ||A]|. On en dedwt— < ||A]|l et

donc||Az|| < [|A] |lz|. Si mamtenantp = 0, alorsAz = 0, et donc||z|| = 0 et]|Azx| = 0, l'inégalité
||[Az| < ||A|l ||z|| est encore vérifiée.

2. Lapplicationy définie deR”™ dansIR par : ¢(z) = ||Az| est continue sur la sphére uni$ = {z ¢
IRY | ||z|| = 1} qui est un compact d& " . Doncy est bornée et atteint ses bornes : il exisfe= IR™ tel

quel|Al| = [ Az
Az
3. Laderniére égalité résulte du fait g | ”| =4 e || et—: H T € 51 pour toutr # 0.
|
Proposition 1.3 SoitA = (a; ;); je{1,..n} € Mn(IR)

1. OnmuniR” de la norme| - || et My (IR) de la norme induite correspondante, notée aljssji... Alors

14loe = . (ax Z| il (1.2.4)

.....

2. OnmunitR" de la norme| - ||; et M y(IR) de la norme induite correspondante, notée ayjssj;. Alors

HAHH _max Z|”| (1.2.5)

.....

3. On munitR" de la normd| - ||, et M (IR) de la norme induite correspondante, notée aijssjs.
14112 = (p(A"A))%. (1.2.6)

La démonstration de cette proposition fait I'objet de I'eviee 3 page 36
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1.2. QUELQUES RAPPELS D’'ALGEBRE LINEAIRE CHAPITRE 1. SYSMES LINEAIRES
1.2.2 Rayon spectral

Définition 1.4 (Valeurs propres et rayon spectral) SoitA € My (IR) une matrice inversible. On appelle valeur
propre ded tout\ € € tel qu'il existez € C,  # 0 tel queAz = Az. L'élémentz est appelé vecteur propre de
A associé a\. On appelle rayon spectral dé la quantitép(A) = max{|A|; A € C, X valeur propre deA}.

Proposition 1.5 SoitA € My (IR) une matrice carrée quelcongue et spit|| une norme matricielle (induite ou
non). Alors
p(A) < ||A]l.

La preuve de cette proposition fait I'objet de I'exercicedgp 37. Elle nécessite un résultat d’approximation du
rayon spectral par une norme induite bien choisie, que voici

Proposition 1.6 (Rayon spectral et norme induite) Soientd € My (IR) ete > 0. Il existe une norme suR”’
(qui dépend det ete) telle que la norme induite suM v (IR), e, Vérifie||Aljae < p(A) +e.

Démonstration : Soit A € My (IR), alors par le lemme 1.7 donné ci-aprés, il existe une base. . , fv) de@”
et une famille de complexds.; ;)i j=1,...n,j<; telles queAf; = 37, Ai ; f;. Soitn €]0, 1[, pouri = 1,..., N,
on définite; = n'~! f;. La famille (el)l 1,...,~ forme une base dé”. On définit alors une norme sk’ par
|z = (Zf.vzl a;@;)/?, ol lesay; sont les composantes dedans la basge;);—; ... v. Notons que cette norme

.....

dépend del et der. Soite > 0. Montrons que si) bien choisi, on d/A|| < p(A) +e. Soitx = >, v aie;
Comme o
= > 1 Nge,
1<j<i

onadonc:

N N N

a3 3 o g = 3 e

i=11<j<i j=1 i=j

On en déduit que
1Az |? = Z Zn I o) Zn ),
Jj=1 i=j
soit encore
| Az||* = Z Nj.g g0 + Z Z I EN A
j=1 kt>j
(k, 4)#(%])
Commen €]0, 1], on en conclut que :
[Az]|* < p(A)||z]|* + N°p(A)? ||z *n.
D’ou le résultat, en prenanttel quenN3p(A4)? < e.
|

Lemme 1.7 (Triangularisation d’'une matrice) SoitA € My (IR) une matrice carrée quelconque, alors il existe
une base(f1,. .., fn) de € et une famille de complex€s,; ;)i=1.... .~ j=1,.. n,j<i telles queAf; = \i.fi +
Zj@ Xi,j [j. De plus), ; est valeur propre del pour touti € {1,..., N}.

On admettra ce lemme.
Nous donnons maintenant un théoréme qui nous sera utilel'étue du conditionnement, ainsi que plus tard
dans I'étude des méthodes itératives.
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1.2. QUELQUES RAPPELS D’'ALGEBRE LINEAIRE CHAPITRE 1. SYSMES LINEAIRES
Théoreme 1.8 (Matrices de la formeld + A)

1. Soit une norme matricielle induitéd la matrice identité deViy (IR) et A € My (IR) telle que||A|| < 1.
Alors la matriceld + A est inversible et

1

Id+ A7 < ———.
I(d+ 47 < g

2. Siune matrice de la formkl + A € My (IR) est singuliére, alor§ A|| > 1 pour toute norme matricielle
-1
Démonstration :

1. La démonstration du point 1 fait I'objet de I'exercice Ypa8B7.

2. Sila matriceld + A € Mxy(IR) est singuliére, alora = —1 est valeur propre, et donc en utilisant la
proposition 1.6, on obtient qued|| > p(A4) > 1.
|

1.2.3 Matrices diagonalisables

Définition 1.9 (Matrice diagonalisable) Soit A une matrice réelle carrée d’ordre. On dit queA est diagonalis-
able dandR siil existe une basépq, . .., ¢,) etdesréela, ..., A, (pas forcément distincts) tels que;, = \;¢;
pouri =1,...,n.Lesréels\i,..., \, sontles valeurs propres dé, et les vecteursy, . .., ¢, sontles vecteurs
propres associés.

Vous connaissez sirement aussi la diagonalisation@anse matrice réelle carrée d’ordreest diagonalisable
dansC si il existe une baséy, ..., ¢,) deC" et des nombres complexgs, ..., \, (pas forcément distincts)
tels quedqp; = \;¢; pouri = 1,...,n. Ici et dans toute la suite, comme on résout des systemesriméels, on
préfere travailler avec la diagonlaisation ddids cependant il y a des cas ou la diagonalisation daest utile et
méme nécessaire (étude de stabilité des systemes diédseptir exemple). Par souci de clarté, nous préciserons
toujours si la diagonalisation considérée est dansu dansC.

Lemme 1.10 Soit A une matrice réelle carrée d’ordre, diagonalisable dani. Alors

A = Pdiag(Ai,...,\) P71,
ol P est la matrice dont les vecteurs colonnes sont égaux augwset; , . . . , ¢,.
Démonstration Soit P la matrice définie (de maniére unique) g&s; = ¢;, ou(e;);=1,..., €St la base canonique
delR", c'est-a-dire quée; ), = ¢, ;. La matriceP est appelée matrice de passage de la base.1,. ,, alabase
(¢i)i=1,...n; lai-éme colonne d& est constituée des composantegddans la base canoniqie,, ..., en).
La matriceP est évidemment inversible, et on peut écrire :

Ap; = APe; = \i¢;,

de sorte que :
P 1APe; = \,P~1¢; = \ies.

On a donc bieP~ 1 AP = diag(\1, ..., \,) (ou encored = Pdiag(A1, ..., \,)P71).

La diagonalisation des matrices réelles symétriques estitilgu’on utilisera souvent dans la suite, en particulier
dans les exercices.
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1.2. QUELQUES RAPPELS D’'ALGEBRE LINEAIRE CHAPITRE 1. SYSMES LINEAIRES

Lemme 1.11 Soit £ un espace vectoriel sUR de dimension finie dimE = n, n € IN*, muni d’'un produit
scalaire i.e. d'une application

ExFE—1R,
(z,y) = (& ] ),
qui vérifie :
Vee E,(x|x)g >0et(z|2)p=0<2=0,
V(z,y) € B (z | y)p = (y | ),
Yy € E, I'application deE danslR, définie parx — (z | y) g est linéaire

Ce produit scalaire induit une norme sif, ||z|| = /(z | 2)g.
SoitT une application linéaire dé2 dansE. On suppose qu€ est symétrique, c.a.d. qu&'(x) | y)r = (x|
T(y))r, V(z,y) € E? . Alors il existe une base orthonormég . .. f,,) de E (c.a.d. telle qué f;, f;)r = 9, ;) et
(A ... \n) € R™ tels queT'(f;) = A\ f; pour touti € {1...n}.

Conséquence immédiate Dans le cas otF = R”, le produit scalaire canonique de= (z1,...,zx)" et
y=(y1,...,yn) estdéfinipakz | y)g =2 -y = Zf.vzl x;y;. SIA € My (IR) est une matrice symétrique, alors
I'applicationT" définie deE dansE par :T(x) = Az est linéaire, et (Txly) = Az -y =z - Aly =z - Ay =

(x | Ty). DoncT est linéaire symétrique. Par le lemme précédent, il exigte.. f) et (A1 ... Ay) € IR tels
queTf, =Af; =\ fiVie {1, .. .,N} etf; - fj = 5i7j,V(i,j) € {1, .. .,N}Q.

Interprétation algébrique : 1l existe une matrice de passafeale(es, . . ., ey) base canonique dafg, . . ., fn)
dont la premiére colonne de est constituée des coordonnéesfddans(e; ...ey). Ona:Pe; = f;. On a alors
P~ 1APe; = P7YAf, = P7Y(\ifi) = Nie; = diag(\1, ..., An)ei, OO diag(\1, ..., \n) désigne la matrice
diagonale de coefficients diagonaki ..., Ay. Onadonc:

A 0
PlAP = =D.
0 Ay

De plusP est orthogonald,e. P~' = P*. En effet,
Ptpei c€; = Pei -Pej = (fl|fj) = 61',3‘ V’L,j S {1 . ..N},

etdonc(P'Pe; —e¢;)-e; =0 Vje{l1...N} Vie {1,...N}.Onen déduit’* Pe; = ¢, pour touti = 1,... N,
i.e. PP = PP! = Id.

Démonstration du lemme 1.11Cette démonstration se fait par récurrence sur la dimegdh

lére étape.

On supposelimFE = 1. Soite € FE, e # 0, alorskE = Re = f; avecf; = ﬁ SoitT : E — F linéaire
e

symétrique, on aT' f; € R f; doncil existe\; € IR tel queT' f1 = A1 f1.

2éme étape.
On suppose le lemme vrai §imE < n. On montre alors le lemme dimE = n. Soit £ un espace vectoriel
normé surR tel quedimFE = n etT : E — E linéaire symétrique. Soip I'application définie par :

v: E—R

L'application est continue sur la sphére uni¢ = {z € E| ||z|| = 1} qui est compacte catimFE < +oo; il
existe done € S tel quey(x) < p(e) = (Te | e) = X pour toutz € E. Soity € E \ {0}, et soitt €]0, ”—;”[
alorse + ty # 0. On en déduit que :

Analyse numérique |, Télé-enseignement, L3 8 Université Aix-Marseille } R. Herbin, 17 avril 2010



1.3. LES METHODES DIRECTES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

e+ty (e+ty)| e—l—ty)
e+ tyl le+tyll"lle +tyll ) g

doncA(e +ty | e+ty)rg > (T(e+ty) | e + ty). En développant on obtient :

€ Sy doncp(e) = A > (T

A2t(e | y) +t*(y | y)e] = 26(T(e) | y) +*(T(y) | y)&-

Commet > 0, ceci donne :

A2(e|y) +t(y | y)e] = 2(T(e) |y) +t(T(y) | y)e-

En faisant tendrevers0™, on obtienA(e | y)r > 2(T(e) | y), Soit0
De méme pout = —y on a0 > (T'(e) — Ae|z) donc(T'(e) — Xe | y)
y € E. On en déduit qué'(e) = Ae. On posef, = eet\, = .

> (T(e) — Ae | y) pour touty € E\ {0}.
> 0.D'ou (T'(e) — Xe | y) = 0 pour tout

Soit FF = {z € FE;(z | e) = 0},onadoncF # E, etE = F@IRe : on peut décomposer € E comme
(x =z — (x| e)e+ (z | e)e). LapplicationS = T|p est Iinéaire symétrique et ondamF = n — 1. et
S(F) C F. On peut donc utiliser 'hypothese de récurrenééX; ... A\,—1) € R" et3(f1... fn_1) € E™ tels
quevi e {1...n—1}, Sfi =Tf; = \ifi,etvi,j € {1...n— 1} (fi | fj) = 6;;. Etdonc(A; ... An) et
(f1...fn) conviennent.

1.3 Les méthodes directes

1.3.1 Définition

Définition 1.12 (Méthode directe) On appelle méthode directe de résolution de (1.1.1) unegdétiqui donne
exactement (A etb étant connus) solution de (1.1.1) aprés un nombre fini d'apénsélémentaire$+, —, x, /).

Parmi les méthodes de résolution du systéme (1.1.1) omciter
- la méthode de Gauss (avec pivot)
- la méthode LU, qui est une réécriture de la méthode Gauss.

Nous rappelons la méthode de Gauss et la métiiétet nous étudierons plus en détails la méthode de Choleski,
qui est adaptée aux matrices symétriques.

1.3.2 Méthode de Gauss et méthodeU

SoitA € My (IR) une matrice inversible, éte IR™Y. On cherche & calculere IR tel queAz = b. Le principe

de la méthode de Gauss est de se ramener, par des opératipiesssicombinaisons linéaires), a un systeme
triangulaire équivalent, qui sera donc facile a inverserposeA) = A ety = b. Pouri = 1,...,N — 1, 0n
cherche a calculed( V) etb(+1) tels que les systemes™z = b() et A+ g = p(+1) soient équivalents, ol
A est une matrice de la forme suivante :

Une fois la matriced(N) (triangulaire supérieure) et le vectélif’) calculés, il sera facile de résoudre le systéeme
AWMz = p(N) | Le calcul deA™) est I'étape de “factorisation", le calcul d€") 'étape de “descente", et le calcul
dex I'étape de “remontée". Donnons les détails de ces troieétap

Etape de factorisation et descente Pour passer de la matricé® a la matriceA“+1), on va effectuer des
combinaisons linéaires entre lignes qui permettront di¢derrles coefficients de laéme colonne situés en dessous
de la lignei (dans le but de se rapprocher d’une matrice triangulairéréeyre). Evidemment, lorsqu’on fait ceci,
il faut également modifier le second membren conséquence. L'étape de factorisation et descenté siénc :
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1 1 N N
&0 o, B o
0 0.
0.4f) .
AG) = aﬁﬁu AN —
_0' ... 0 aﬁé),i ag\if),_N _0 -0 a%&

FiG. 1.1 — Allure des matrices de Gauss a I'étapea I'étapeN

—n -
S o
0 :
) ~ RS (i+1)
A = : 0 aizrl,iﬂ
: (i41).
%12,24}’1__
...... : i+1 ;+1
E 0 ag\lf,i-k)l “%,Ni)

FIG. 1.2 — Allure de la matrice de Gauss a I'étape 1

1. Pourk < ietpourj =1,...,N,onposer ") = a{", etby ™ = b .

2. Pourk > i, si a?f # 0, on pose :

(i)
i i Ui (i .
“f(cj'l) = az(c,)j— a'&? az(-.,g)» pourk =j,..., N, (1.3.7)
Q)
i+1) i) i, (3)
pU ) — B ) Y. (1.3.8)

La matriceA(1) est de la forme donnée sur la figure 1.3.2. Remarquons quatiensgA( 1)z = p(it1) est

bien équivalent au systerm& )z = b,

Sila conditionagfg =+ 0 est vérifiée poui = 1 a N, on obtient par le procédé de calcul ci-dessus un systeme
lingéaire AWMz = p(N) équivalent au systétméz = b, avec une matricel™¥) triangulaire supérieure facile a
inverser. On verra un peu plus loin les techniques de pivopeumettent de régler le cas ou la condit'téff #0

n'est pas vérifiée.

Etape de remontée |l reste a résoudre le systeméY)z = b(V), Ceci est une étape facile. Comme") est une

matrice inversible, on az(.zg #£ 0 pour toutil, ..., N, et commedY) est une matrice triangulaire supérieure, on
peut donc calculer les composantescdan “remontant”, c’est—a—dire de la composarntea la composante; :
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p(N)
IN = (N
afyn
1 .
- (_N)(bm - ¥ alVaj)i=N—1,...,1.
i, j=i+1,N

Co(t de la méthode de Gauss (nombre d'opérations) On peut montrer (on fera le calcul de maniéere détaillée
pour la méthode de Choleski dans la section suivante, lalqadcr Gauss est similaire) que le nombre d’opérations
nécessaires pour effectuer les étapes de factorisatiscenle et remontée esfV® + O(N?).

En ce qui concerne la place mémoire, on peut trés bien stieskigérésd(®) dans la matricel de départ, ce qu’on
n'a pas voulu faire dans le calcul précédent, par souci d&cla

DécompositionLU Sile systemedx = b doit étre résolu pour plusieurs second membrésest évident qu’on
aintérét a ne faire I'étape de factorisatiae (e calcul ded™)), qu’une seule fois, alors que les étapes de descente
et remontéei(e. le calcul deb™¥) et z) seront faits pour chaque vectéuil’étape de factorisation peut se faire en
décomposant la matricé sous la formd.U.

On admettra le théoréme suivant (voir par exemple le livr€idelet cité en début de cours.

Théoreme 1.13 (Décompositio.U d’'une matrice) SoitA € My (IR) une matrice inversible, il existe une ma-
trice de permutationP telle que, pour cette matrice de permutation, il existe unreseul couple de matrices
(L,U) ou L est triangulaire inférieure de termes diagonaux égaux all est triangulaire supérieure, vérifiant

PA=LU.

Cette décomposition peut se calculer trés facilement & parta méthode de Gauss. Pour simplifier I'écriture, on

supposera ici que lors de la méthode de Gauss, la condjﬁbr;é 0 est vérifiée pour tout = 1,..., N. Dans

ce cas, la matrice de permutatidhdu théoréme 1.13 est la matrice identité. La matfice comme coefficients
a(i) H A 2

li; = =g pouri > 4,¢;; = 1pourtouti = 1,..., N, etl; ; = 0 pourj > i, et la matricel/ est égale a la

matrice A(N). On peut vérifier quel = LU grace au fait que le system™ z = b(V) est équivalent au systéme

Az = b. En effet, commed™z = (V) etb(N) = L =1, on en déduit queUz = b, et commed et LU sont

inversibles, on en déduit qué'b = (LU)~'b pour touth € IR” . Ceci démontre qud = LU.

Techniques de pivot Dans la présentation de la méthode de Gauss et de la décoimpdéi, on a supposé que
la conditional(fl? = 0 était vérifiée a chaque étape. Or il peut s’avérer que ce heawie cas, ou que, méme si la
condition est vérifiée, le “pivot‘c'zl(._lz? Soit trés petit, ce qui peut entrainer des erreurs d’arromgiortantes dans les
calculs. On peut résoudre ce probléme en utilisant les igabs de “pivot partiel” ou “pivot total", qui reviennent
a choisir une matrice de permutati®nqui n’est pas forcément égale a la matrice identité dansleréime 1.13.
Plagons-nous a l'itérationde la méthode de Gauss. Comme la matri¢é est forcément non singuliére, on a:

a,; . ai,.N
det(A(i)) = agf)laéf)z T az('i)l,zeldet : : # 0.
o, ... a@y
On a donc en particulier
i} ai'y
det # 0.
o, . aQy
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Piyot partiel Or_1 déduit qu'il existe € {i,..., N} tel queaizzi # 0. On choisit alorg, € {i,..., N} tel que
|a§;),i| = max{|a§;)i|, k =14,...,N}.On échange alors les lignésti, (dans la matricel et le second membyig

et on continue la procédure de Gauss décrite plus haut.

Pivot total On choisit maintenan, et jo € {i,..., N} tels que|az(.z)7j0| = max{|a§i)j|,k =14,....,N,j =

i,..., NN}, eton échange alors les lignest i, (dans la matriced et le second membtg, les colonneg et j, de
A etles inconnues; etx;,.

L'intérét de ces stratégies de pivot est qu’on aboutit tor§@ la résolution du systéme (des guest inversible).
La stratégie du pivot total permet une moins grande seit8ilailix erreurs d’arrondi. L'inconvénient majeur est
gu’on change la structure dé: si, par exemple la matrice avait tous ses termes non nulpuiques diagonales
seulement, ceci n’est plus vrai pour la matri¢€").

1.3.3 \Version programmable des algorithmes de Gauss et LU poun systeme carré

On donne dans ce paragraphe la version “programmable”ldetithme de Gauss et de la maéthddé pour une
matrice carrée d'ordre.
On souhaite résoudrér = b, avecA € M, (IR) inversible et un ou plusieurs second memlibresiR".

Méthode de Gauss sans pivot

1. (Factorisation et descente) Pawllant del an, on effectue les calculs suivants :

(&) On ne change pasia&me ligne

u; j = a;; Pourj =1i,...,n,
yi =b;
(b) On change les lignes+ 1 an (et le second membre) en utilisant la ligh@ourj allantdei + 1 an :
lji = Zf (sia;; =0, prendre la méthode avec pivot partiel)
pourk allant dei + 1 an, a; = a; — l;a; ;. (noter quen; ; = 0)
bj = bj — ;i

2. (Remontée) On calcule
Pouri allant den a1,

Ti = ul (i — 2o i)

Méthode LU sans pivot

La méthode.U se déduit de la méthode de Gauss en remarquant simplemealyqnéconserve la matride on
peut effectuer les calculs stiaprés les calculs suf. Ce qui donne :

1. (Factorisation) Pourallant del an, on effectue les calculs suivants :
(@) On ne change pasia&me ligne
WUj,5 = Qg5 pourj =1,...,n,
(b) Onchange les lignes+ 1 an (etle second membre) en utilisant la ligh®ourj allantdei + 1 an :
L = ZJ— (sia;; =0, prendre la méthode avec pivot partiel)
pourk dei +1an, ajr = a;jr — lja;, (noter ques; ; = 0)
2. (Descente) On calcule(avecLy = b)
Pouri allant del an,
yi = by — S0 li ryi (on aimplicitement; ; = 1)
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3. (Remontée) On calcule(avecUx = y)

Pour: allant den a1,

v = g (Y = Do i)

Méthode LU avec pivot partiel

Laméthodd.U avec pivot partiel consiste simplement a remarquer quérédans lequel les équations sont prises
n’a aucune importance pour I'algorithme. Au départ de baithme, on se donne la bijectierde{1,...,n} dans
{1,...,n} définie part(i) = i, et qui va étre modfiée au cours de 'algorithme pour tenirentdu choix du
pivot. On écrit I'algorithme précédent avec les nouveaudiices de ligne (i), ce qui donne:

1. (Factorisation) Pourallant del an, on effectue les calculs suivants :

(@) Choix du pivot (et dé(i)) : on cherché: € {i,...,n} t.q. |ayw),:| = max{|a;q) |, 1 € {i,...,n}}.
On change alorsen prenant(i) = t(k) ett(k) = ¢(i).
On ne change pas la ligng)
Ug(s),j = Qy(i),j POUr =i,...,n,

(b) On modifie les lignes(j) autres que les lignegl), ..., t(n) (et le second membre), en utilisant la
ligne ¢(i). Donc pourt(j) € {t(i + 1),...,t(n)} (noter qu'on a uniquement besoin de congig
'ensemble , et pas I'ordre) :

L — Yt
lt(])vl - at(i),i

pourk dei + 1 an, a;j)x = i),k — li(j),i% ),k (NOEr quen,(;) ; = 0)

2. (Descente) On calcule
Pouri allant del an,
Yi = buiy — i Lei)
3. (Remontée) On calcule

Pour: allant den a1,

= o (yi — Z?:iﬂ Us(s),j ;)

Ut (i),

NB : On a change l'ordre dans lequel les équations sont cérésg (le tableatidonne cet ordre). Donc, on a
aussi changé 'ordre dans lequel interviennent les conmesau second membre. Par contre, on n’a pas touché a
I'ordre dans lequel interviennent les composantes dey.

Il reste maintenant a signaler le “miracle” de cet algorighmll est inutile de connaitre completemepiour faire
cet algorithme. A I'étapé de l'item 1 (et d’allleurs aussi a I'étapede l'item 2), il suffit de connaitre(j) pour
j allant del a i, les opérations dé(b) se faisant alors sur toutes les autres lignes (dans un ougleanque).
Il suffit donc de partir d'une bijection arbitraire dé, ..., n} dans{1,...,n} (par exemple I'identité) et de la
modifier a chaque etape. Pour que I'algorithme aboutisseffit quea, ;) ; # 0 (ce qui toujours possible cat
estinversible). Pour minimiser des erreurs d’arrondisa @rtérét a choisit(i) pour quea, ;) ;| soit le plus grand
possible. Ceci suggere de faire le choix suivant(dga I'étape: de I'item 1(a) de I'algorithme (et c’est a cette

étape que(i) doit étre défini) :

on chercheé: € {i,...,n} t.q.|ayk),:| = max{|a;q) |l € {i,...,n}}. On change alorsen prenant(i) = t(k)
ett(k) = t(z).

Remarque : Lintroduction des matriced, et U et des vecteurg et x n’est pas nécessaire (tout peut s’écrire
avec la matriced et le vecteub, que I'on modifie au cours de I'algorithme). Lintroductide L, U, x ety peut
toutefois aider a comprendre la méthode. Le principe retstugue, dans les algorithmes (Gauss ou LU), on
modifie la matriced et le second membie(en remplacant le systéme a résoudre par un systéme éautjvakes

on ne modifie jamaid, U, y eta (qui sont définis au cours de I'algorithme).
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Remarque L'algorithme se ramene donc a résoudr@x = b, en faisantLy = b etUx = y. Quand on fait

Ly = b les equations sont dans l'ordr@d ), . . ., t(n) (les composantes desont donc aussi prises dans cet ordre),
mais le vecteuy est bien(yi, ..., y,)" (¢ signifie ici “transposé" pour obtenir un vecteur colonnajisPon fait
Uz = vy, les equations sont toujours dans l'ord(e), ..., t(n) mais les vecteurs ety sont(zy,...,z,)" et
(yla R ayn)t'

1.3.4 Méthode de Choleski

On va maintenant étudier la méthode de Choleski, qui est tleade directe adaptée au casdast symétrique
définie positive. On rappelle qu'une matrige € My (IR) de coefficientya; ;)i—1,n,j=1,n €St symétrique si

A = A', ou A" désigne la transposée de définie par les coefficient§i; ;);—1,n j=1,n, €t queA est définie
positive sidz - z > 0 pour toutz € IR™ tel quez # 0. Dans toute la suite; - y désigne le produit scalaire des
deux vecteurs ety deIR”. On rappelle (exercice) que diest symétrique définie positive elle est en particulier
inversible.

Description de la méthode

La méthode de Choleski consiste a trouver une décompositiehde la formeA = LL?, ou L est triangulaire
inférieure de coefficients diagonaux strictement posi@fs résout alors le systemer = b en résolvant d’abord
Ly = b puis le systeméd.!z = y. Une fois la matriced “factorisée”, c’est—a—dire la décompositibi.’ obtenue
(voir paragraphe suivant), on effectue les étapes de “déstet “remontée” :

1. Etape 1 : “descente" Le systémeg = b S’écrit :
i O Y1 by
Ly=| + . L=
eN,l . EN,N YN bN

Ce systéme s’écrit composante par composante en partast de

b
leyl = bl, donc Y1 = 6_1
1,1
1
l31y1 + L2 2y2 = ba, donc Yo = E_(bQ —l21y1)
2,2
: . :
Z ¢ jy; = b, donc yi = e_(bz - Z i jy;)
Jj=1, il j=1,i—1
: . :
Z KN_,jyj = bN, donc YN = —(bN — Z fN_’jyj).
, NN .
j=1,N ’ j=1,N—1
On calcule ainsij, yo, . .., YN
2. Etape 2 : “remontée” On calcule maintenaisplution deL!z = y.
6171 6271 - gN.,l T Y
Liz = 0 =
0o ... In.N TN yN
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Onadonc:
YN
EN,N-TN = YN dOﬂCmN = —
N N
IN—1,N—1ZN-1 + N N—1ZN = yy—1 dOnCan_1 = W
Y1 — 2o n 4
Z €j71$j =1 doncz; = ==
. el 1
Jj=1,N ’
On calcule ainsicy, y 1, ..., 21.

Existence et unicité de la décomposition

On donne ici le résultat d'unicité de la décompositioh’ d’'une matrice symétrique définie positive ainsi qu’un
procédé constructif de la matride

Théoréme 1.14 (Décomposition de CholeskioitA € My (IR) avecN > 1. On suppose qud est symétrique
définie positive. Alors il existe une unique matrice My (IR), L = (£; ;);;_,, telle que :

1. L esttriangulaire inférieure (c’est-a—dig ; = 0 sij > i),

2. {;; >0,pourtouti € {1,..., N},

3. A=LIL%

Démonstration : On sait déja par le théoreme 1.13 page 11, gi'il existe uneiceate permutation €t triangulaire
inférieure et triangulaire supérieurB A = LU. Ici on va montrer que dans le cas ou la matrice est symétrigue
décomposition est toujours possible sans permutations Monnons ici une démonstration directe de I'existence
et de l'unicité de la décompositiahL? qui a I'avantage d’étre constructive.

Existence dd. : démonstration par récurrence s\r

1. Dansleca®V = 1,onad = (a1,1). CommeA est symétrique définie positive, oma; > 0. On peut donc
définir L = (¢1,) out; ; = /a7 1, etonabierd = LL'.

2. On suppose que la décomposition de Choleski s’obtientpati M, (IR ) symétrique définie positive, pour
1 < p < N eton va démontrer que la propriété est encore vraie doarM 1 (IR) symétrique définie
positive. Soit doncd € M 41 (IR) symétrique définie positive ; on peut écrifesous la forme :

(1.3.9)

ol B € My(R) est symétriqueg € IR™ eta € IR. Montrons queB est définie positive, c.a.d. que

0

y y By y
0 0 aly 0

donc B est définie positive. Par hypothese de récurrence, il exisee matriceM € My(R) M =

(mq ;)Y telle que :

By -y > 0, pour touty € RY tel quey # 0. Soitdoncy € R™ \ {0}, etz = [y] e RY*!. CommeA est

symétrique définie positive, on a :

0< Az -x =
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(@ my;=0sij>1
(b)  mi; >0
() B= MM,
On va chercheFl sous la forme :

M 0
L= (1.3.10)
bt A

avech € R™, X\ € R7 tels queLL! = A. Pour détermineb et \, calculonsLL! ou L est de la forme
(1.3.10) et identifions ave4 :

B i
b Dol Lo Do Lo o

On cherche € RY et e R tels queLL' = A, et on veut donc que les égalités suivantes soient
vérifiées :

Mb=aetbb+ \? = a.
Commel estinversible (en effet, le déterminantiies’écritdet(M) = vazl m;; > 0), la premiére égal-
ité ci-dessus donneé:= M ~'a et en remplagant dans la deuxiéme égalité, on obtignt='a)! (M ~1a) +
A2 = a, doncal (M)~ M ~ta + \? = « soit encorer! (M M*')~1a + \? = «, c’est-a—dire :
dBla+ N =a (1.3.11)

Pour que (1.3.11) soit vérifiée, il faut que

a—a'Bla>0 (1.3.12)
-1
Montrons que la condition (1.3.12) est effectivement véeifi Soitz = 1 @ ) e RV . Onaz #0
etdoncAz - z > 0 car A est symétrique définie positive. Calculaas :
-1
B a B~ "a 0
Az = — | =
-1 a'B~l'a — o

On adoncAdz - z = a —a*B~'a > 0 ce qui montre que (1.3.12) est vérifiée. On peut ainsi choisir
A =+va—a'B~ta (> 0) de telle sorte que (1.3.11) est vérifiée. Posons :

La matriceL est bien triangulaire inférieure et vérifie; > 0 et A = LL'.
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On a terminé ainsi la partie “existence”.

Unicité et calcul de.. Soit A € My (IR) symétrique définie positive; on vient de montrer qu'il egigt €
M (IR) triangulaire inférieure telle qug ; = 0sij > i, ¢;; > 0etA = LL'*. Onadonc:

N
aij = Zfi,kfj,k, Y (i,5) € {1...N}% (1.3.13)
k=1
1. Calculonsla lere colonne dg pourj = 1,0na:
arg =41l doncty y = \/ary (ar; > 0caréy; existe),
ag1 = U101, doncly = 24,
' ' U1

Q1
a;1 = €i71f1,1 doncfm = gz,

Vie{2,...,N}.
1,1

2. On suppose avoir calculé lppremieres colonnes de On calcule la colonngy + 1) en prenanj = g+ 1
dans (1.3.13)

q+1
Pouri =g+ 1, agt1,4+1 = Z£q+1,k€q+1,k donc
k=1
q
lorrart = (@grrgrt = Y Lariilerie)/? > 0. (1.3.14)

k=1

q
Notons queng+1,g+1 — Z€q+1,k£q+17k > 0 car L existe : il est indispensable d'avoir d’abord montrée

k=1
I'existence del pour pouvoir exhiber le coefficierf 1 4+1.
On procéde de la méme maniere pouf g +2,...,N;ona:

q+1 q
tigr1 =) liklorik = ) Linlorik + ligrilori g
k=1 k=1
et donc
- 1
ligsr = | @iger =D Liklgrr | 77— (1.3.15)
k=1 q+1,q+1

On calcule ainsi toutes les colonnesideOn a donc montré quk est unique par un moyen constructif de

calcul deL.
| |

Calcul du co(t de la méthode de Choleski

Calcul du co(t de calcul de la matrice. Dans le procédé de calcul deexposé ci-dessus, le nombre d’opéra-
tions pour calculer la premiére colonne @&t Calculons, poup = 0,..., N — 1, le nombre d’opérations pour
calculer la(p + 1)-ieme colonne : pour la colonr@ + 1), le nombre d’opérations par ligne st + 1, car le
calcul del, 11 41 par la formule (1.3.14) nécessjtanultiplications,p soustractions et une extraction de racine,
soit 2p + 1 opérations; le calcul d& ,., par la formule (1.3.15) nécessitemultiplications,p soustractions et
une division, soit encorgp + 1 opérations. Comme les calculs se font des lignesl a N (car¢; ;.1 = 0 pour
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1 < p), le nombre d’opérations pour calculer(}a+ 1)-ieme colonne est dor{@p + 1)(NN — p). On en déduit que
le nombre d’opérationd/;, nécessaires au calcul deest :

N—-1
Ni = (v - —zwzp zzp +Nzl—zp
p=0
N—-1
N(N 1) 2 2
(N —1)———+N*-2 o
p=0
N—-1
(On rappelle que Z p= N(N —1).) Il reste & calcule€y = Z;V:O p%, en remarquant par exemple que
p=0
N
> (1 +p)? Zl—i—p +3p+3p= Zl—i—Zp +3Zp +3Zp
p=0

N+1

—Zp —Zp +(N+1)°

OnadondCy + 3YED L N 41 = (N + 1)3, d’ot on déduit que

N(N+1)(2N +1)

Cn = 5

Onadonc: NN — 1
Ng :(2Nf1)%f2CN,1+N2

2N24+3N+1\ N3 N2 N N3 )
_ny(22/r>xrroy L N
( 6 ) gt T T o

Codit de la résolution d’un systéme linéaire par la méthodeL.L! Nous pouvons maintenant calculer le co(t
(en termes de nombre d’opérations élémentaires) nécesskmrésolution de (1.1.1) par la méthode de Choleski
pourA € My (IR) symétrique définie positive. On a besoin g opérations pour le calcul de, auquel il faut
rajouter le nombre d’opérations nécessaires pour les £@weescente et remontée. Le calculydslution de

Ly = b s’effectue en résolvant le systéme :

U1 0 Y1 by
eN,l . ZN,l YN bN

. b1 o
Pour la ligne 1, le calcu); = 7 s'effectue en une opération.
1,1

Pour les ligney = 2 & N, le calculy, = (bp -yt éiypyi) /¢, p S'effectue en(p — 1) (multiplications)
+(p —2) (additionsH-1 soustractiont+1 (division)= 2p — 1 opérations. Le calcul de(descente) s’effectue donc
enN; = Z;V:l(Qp —1) = N(N +1) — N = N2. On peut calculer de maniére similaire le nombre d’opération
nécessaires pour I'étape de remomée= N2. Le nombre total d’opérations pour calculesolution de (1.1.1)
par la méthode de Choleski €8t = Ny + N1 + Ny = NTS + NTZ + % +2N? = NTS + E’QLZ + % L'étape la plus
colteuse est donc la factorisation de A.
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1.3. LES METHODES DIRECTES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES
Remarque 1.15 (Décompositiod. D L) Dans les programmes informatiques, on préfere implanteraldante
suivante de la décomposition de Choleski= LDL' ou D est la matrice diagonale définie pdy; = ¢;;, Li ; =
LD, ou D est la matrice diagonale définie pds; = ¢, ;. Cette décomposition a I'avantage de ne pas faire
intervenir le calcul de racines carrées, qui est une opérmaplus compliquée que les opérations “élémentaires”
(X1 +, _)'

1.3.5 Quelques propriétés
Comparaison Gauss/Choleski

SoitA € My(IR) inversible, la résolution de (1.1.1) par la méthode de Gdessand@ N3 /3+0(N?) opérations
(exercice). Dans le cas d’'une matrice symétrique définiéipesla méthode de Choleski est donc environ deux
fois moins chére.

Et la méthode de Cramer ?

Soit A € My (IR) inversible. On rappelle que la méthode de Cramer pour lduéso de (1.1.1) consiste a
calculer les composantes depar les formules :

= i=1,...,N
YT det(A)

3

ou A; est la matrice carrée d’ordr€ obtenue a partir dd en remplacant l&éme colonne del par le vecteub,
etdet(A) désigne le déterminant dé

Chaque calcul de déterminant d’'une matrice carrée d’'avdngcessite au moins! opérations (voir cours L1-L2,
ou livres d’algébre linéaire proposés en avant-propos)elample, poutV = 10, la méthode de Gauss nécessite
environ 700 opérations, la méthode de Choleski environ 8&raéthode de Cramer plus de 4 000 000.... Cette
derniere méthode est donc a proscrire.

Conservation du profil de A

Dans de nombreuses applications, par exemple lors de latiésae systémes linéaires issus de la discrétisation
de problémes réels, la matrigec My (IR) est “creuse", au sens ot un grand nombre de ses coefficientsss.

Il est intéressant dans ce cas pour des raisons d’économiémeire de connaitre le “profil* de la matrice, donné
dans le cas ou la matrice est symétrique, par les ingicesmin{j € {1,..., N} tels quea; ; # 0}. Le profil de

la matrice est donc déterminé par les diagonales contepartakfficients non nuls qui sont les plus éloignées de
la diagonale principale. Dans le cas d’'une matrice crelisst avantageux de faire un stockage “profil" Aleen
stockant, pour chaque ligrida valeur dej; et des coefficients; j, pourk = i — jj, ..., 4, ce qui peut permettre
un large gain de place mémoire, comme on peut s’en rendretesupla figure 1.3.5.

Une propriété intéressante de la méthode de Choleski estideiver le profil. On peut montrer (en reprenant les
calculs effectués dans la deuxieme partie de la démormstrdii théoréme 1.14) quée,; = 0sij < j;. Donc si on

a adopté un stockage “profil* dé& on peut utiliser le méme stockage pdur

Matrices non symétriques

Soit A € My(IR) inversible. On ne suppose plus ici qdeest symétrique. On cherche a calcutee RY
solution de (1.1.1) par la méthode de Choleski. Ceci estilplessn remarquant quedr = b < A Ax = A'b car
det(A) = det(A?) # 0. Il ne reste alors plus qu’a vérifier quE A est symétrique définie positive. Remarquons
d’abord que pour toute matricé € My (IR), la matrice AA? est symétrique. Pour cela on utilise le fait que
si B € My(IR), alors B est symétrique si et seulementBi: - y = x - By et Bz - y = x - Bly pour tout

10n appelle discrétisation le fait de se ramer d’un probléinkirconnue est une fonction en un probléme ayant un nomhire’fnconnues.
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L — N

FiG. 1.3 — Exemple de profil d’'une matrice symétrique

(z,y) € (RY)2. En prenanB = A’ A, on en déduit quel’ A est symétrique. De plus, commest inversible,
AtAz - x = Az - Ax = |Ax|? > 0siz # 0. La matriceA? A est donc bien symétrique définie positive.

La méthode de Choleski dans le cas d’une matrice non symétdgnsiste donc a calculgf A et Ab, puis a
résoudre le systéme linéaitéA - = = A?b par la méthode de Choleski “symétrique".

Cette maniéere de faire est plutét moins efficace que la déositign LU puisque le co(t de la décomposition
LU est de2N3/3 alors que la méthode de Choleski dans le cas d’une matriceymétrique nécessite au moins
4N3 /3 opérations (voir exercice 13).

Systémes linéaires non carrés

On considére ici des matrices qui ne sont plus carrées. OgrnéésarM ,; n (IR) 'ensemble des matrices réelles
a M lignes et colonnes. Poud € My, x(IR), M > N etb € R, on cherche: ¢ R" tel que

Az =b. (1.3.16)

Ce systeme contient plus d’équations que d’inconnues einmea donc en général pas de solution. On cherche
z € RY qui vérifie le sytéme (1.3.16) “au mieux". On introduit poetacune fonctiory définie d&R” dansiR
par:

f(a) = Az — b,

ou|z| = /z - = désigne la norme euclidienne dBr". La fonctionf ainsi définie est évidemment positive, et s'il
existexr qui annulef, alorsz est solution du systéme (1.3.16). Comme on I'a dit, un:telexiste pas forcément,
et on cherche alors un vecteurqui vérifie (1.3.16) “au mieux”, au sens dijz) soit le plus proche de 0. On
cherche dona € RY satisfaisant (1.3.16) en minimisafit c.a.d. en cherchant € IR" solution du probléme
d’optimisation :

f@) < fly) vy e RY (1.3.17)

On peut réécrirg sous la forme f(z) = A'Az - x — 2b- Az + b - b. On montrera au chapitre 11l que s'il existe
une solution au probléme (1.3.17), elle est donnée par ¢dutien du systeme linéaire suivant :

AAtz = A'b e RY,
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gu’on appelle équations normales du probléeme de mininsisatia résolution approchée du probleme (1.3.16)
par cette procédure est appelée méthode des moindres caaédnatrice AA* étant symétrique, on peut alors
employer la méthode de Choleski pour la résolution du sysi@n3.5).

1.4 Conditionnement

Dans ce paragraphe, nous allons définir la notion de condigiment d’une matrice, qui peut servir a établir une
majoration des erreurs d’arrondi dues aux erreurs sur leséhls. Malheureusement, nous verrons également que
cette majoration n’est pas forcément trés utile dans depredigjues, et nous nous efforcerons d'y remédier. la
notion de conditionnement est également utilisée dansd&ties méthodes itératives que nous verrons plus loin.

1.4.1 Le probleme des erreurs d’arrondis

SoientA € My (IR) inversible eth ¢ IR” ; supposons que les donnédset b ne soient connues qu'a une
erreur prés. Ceci est souvent le cas dans les applicatiatisyes. Considérons par exemple le probléme de la
conduction thermique dans une tige métallique de longuenmotiélisée par I'intervall§), 1]. Supposons que la
température: de la tige soit imposée aux extrémités()) = ug etu(l) = u;. On suppose que la température
dans la tige satisfait a I'équation de conduction de la ahratpui s’écrit(k(z)u’(x))’ = 0, ouk est la conductivité
thermique. Cette équation différentielle du second oréng pe discrétiser par exemple par différences finies (on
verra une description de la méthode page 23), et donne lietsggieme linéaire de matrick Si la conductivité

k n’est connue qu’avec une certaine précision, alors la owatrisera également connue a une erreur pres, notée
04. On aimerait que I'erreur commise sur les données du modgle conductivité thermiqué) n’ait pas une
conséquence catastrophique sur le calcul de la solution a@hlelm (ici la température). Si par exemple %
d’erreur surk entrainel00% d’erreur suru, le modéle ne sera pas d’une utilité redoutable. . .

L'objectif est donc d’estimer les erreurs commisesssolution de (1.1.1) a partir des erreurs commises |ir

A. Notonsd, € RN I'erreur commise sub ety € My (IR) I'erreur commise surl. On cherche alors a évaluer
0, oUx + 0, est solution (si elle existe) du systeme :

{ r+0, € RN

(A+5a)(z+0,) = b+ 6. (1.4.18)

On va montrer que 94 “n’est pas trop grand", alors la matrice+ § 4 est inversible, et qu’on peut estim&ren
fonction ded 4 etd,.

1.4.2 Conditionnement et majoration de I'erreur d’arrondi

Définition 1.16 (Conditionnement) SoitIR™ muni d’'une norméd - || et M (IR ) muni de la norme induite. Soit
A € My (IR) une matrice inversible. On appelle conditionnementdear rapport a la norme| - || le nombre
réel positifcond(A) défini par :

cond(A) = [[A]| [[A7"].

Proposition 1.17 (Propriétés générales du conditionnemén SoitIR"Y muni d’'une norme| - || et My (IR)
muni de la norme induite.

1. SoitA € My (IR) une matrice inversible, alorsond(A4) > 1.

2. SoitA € My(IR) eta € IR", alorscond(«A) = cond(A).

3. Soientd et B € My (IR) des matrices inversibles, alotend(AB) < cond(A)cond(B).

Proposition 1.18 (Propriétés du conditionnement pour la name 2) SoitlR”Y muni de la norme euclidienrje
|2 et M (IR) muni de la norme induite. Sait € My (IR) une matrice inversible. On notend,(A) le condi-
tionnement associé a la norme induite par la norme eucliskesurR V.
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1. SoitA € My (IR) une matrice inversible. On notey [resp.o+] la plus grande [resp. petite] valeur propre
de At A (noter queA® A est une matrice symétrique définie positive). Alonsd, (A) = /oy /o1.

2. Side plusA une matrice symétrique définie positive, alossids(A) = AA—AI’, ou Ay [resp. \] est la plus
grande [resp. petite] valeur propre dé.

3. SiA et B sontdeux matrices symétriques définies positives, ators, (A+B) < max(conds(A), condz(B)).

4. SoitA € My (IR) une matrice inversible. Alorsonds (A) = 1 si et seulement si = aQ olia € IR* etQ
est une matrice orthogonale (c’est-a-digg = Q).

5. SoitA € My(IR) une matrice inversible. On suppose gde= QR ou ) est une matrice orthogonale.
Alorscondsz(A) = conda(R).

6. Soientd, B € Mxy(IR) deux matrices symétriques définies positives. Montrercqgués(A + B) <
max{conds(A), conds(B)}.

La démonstration de deux propositions précédentes faidtale I'exercice 17 page 40.

Théoréme 1.19SoitA € My(IR) une matrice inversible, étc IR™, b # 0. On munitR”" d’une norme]| - |,
. . . 1
et My (IR) de la norme induite. Soiedty € My(IR) etd, € IR”Y. On suppose qugda| < ———. Alors la

A=
matrice(A + 0.4) est inversible et si: est solution d€1.1.1)etx + §, est solution d¢1.4.18) alors
162l cond(A) (|5b| ||6A||)
< + . (1.4.19)
lll = L= (A= [loall \ llof Al

Démonstration :

On peut écrired + 54 = A(Id + B) avecB = A~'64. Or le rayon spectral d&, p(B), vérifie p(B) <

|B|| < |64l [|[A7Y]] < 1, et donc (voir le théoréme 1.8 page 7 et I'exercice 9 pagé BT)- B) est inversible et

(Id+ B)™' =) (-=1)"B".Onaauss(Id+ B)7'[| <) |B|"= < — .Onen
; 2 T—B] = T [A~T] o]

déduitqued+4d4 estinversible, cad+54 = A(Id+B) etcommed estinversible(A+d4)~! = (Id+B) 1A~

Commed et A+ 64 sontinversibles, il existe un uniquec R” tel queAz = b et il existe un uniqué, € RY tel
que(A+d4)(z+08,) = b+68,. CommeAz = b,ona(A+64)0, + 54z = &, etdoncd, = (A+84) (6 —dax).
Or(A+d4)"t = (Id+ B)~tA~1, on en déduit :

I(A+64)7 < |(Zd+B)~| [IA7Y|

N

A
T— AT 13l

On peut donc écrire la majoration suivante :

-1
9]l (1A [1A] < [0 ||5A||).

< +
Izl = 1= [lA=H loall \NAI =l 1Al

En utilisant le fait qué = Ax et que par suitdd|| < || Al ||z, on obtient:

. A7 A
1011 I Jll 1Al (||5b|| . |5A|),
Izl = 1= (A=Y loall \ floll (1Al

ce qui termine la démonstration. L]
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Remarquons que I'estimation (1.4.19) est optimale. Ent,effie supposant qu&s = 0. L'estimation (1.4.19)
devient alors :

[102]] 11

] ol

Peut-on avoir égalité dans (1.4.20) ? Pour avoir égalités damd.20) il faut choisir convenableménet 6;,. Soit
z € RY tel que||z|| = 1 et||Az| = ||A||. Notons qu’un tel: existe parce queA| = sup{||Az|; ||z| = 1} =
max{||Az|; ||z]| = 1} (voir proposition 1.2 page 5) Posohs= Az ; on a dond|b|| = ||Al|. De méme, grace a
la proposition 1.2, il existg € R™ tel quel|y|| = 1, et|[A~'y|| = ||A~"||. On choisit alorsy, tel qued, = ey
olie > 0 estdonné. Commd(z + §,) = b+ &, on ad, = A=15, etdonc :||6,|| = [[A718] = ¢||A" y|| =
ellA7Y| = [|6s] [|[A™1]|. On en déduit que

(1.4.20)

< cond(A)

16

]

_ A
8l = ] 1147 % car o] = | A et 2] = 1.

Par ce choix dé etd, on a bien égalité dans (1.4.20). L'estimation (1.4.20) escchptimale.

1.4.3 Discrétisation d’équations différentielles, condionnement “efficace”

On suppose encore ici qég = 0. On suppose que la matrick du systéme linéaire a résoudre provient de la
discrétisation par différences finies d’'une équation déffiéielle introduite ci-dessous (voir (1.4.21)). On pdats
montrer (voir exercice 25 page 44 du chapitre 1) que le cmmtiement ded est d’ordreN?, ol N est le nombre
de points de discrétisation. Polr = 10, on a don@:ond(A4) ~ 100 et I'estimation (1.4.20) donne :

AN
—
o
(a]

]l — 1ol

Une erreur dd % surb peut donc entrainer une erreur d®% surz. Autant dire que dans ce cas, il est inutile de
rechercher la solution de I'équation discrétisée. . . Hesgment, on peut montrer que I'estimation (1.4.20) n'est
pas significative pour I'étude de la propagation des erilewssle larésolution des systémes linéraires provenant de
la discrétisation d’'une équation différentielle ou d’'un@ation aux dérivées partielfe®our illustrer notre propos,
nous allons étudier un systeme linéaire trés simple provatian probléme de mécanique et sa discrétisation par
différences finies.

Discrétisation par différences finies de-u” = f  Soit f € C([0,1],IR). On cherche: tel que

—u"(z) = f(x)
{ u(0) = u(1) = 0. (1.4.21)

On peut montrer (on 'admettra ici) qu'il existe une uniqudusion u € C?([0,1],IR). On cherche a calculer

u de maniére approchée. On va pour cela introduire la méthedksdrétisation ditgar différences finiesSoit

N € IN*, on définith = 1/(N + 1) le pas de discrétisatigre.a.d. la distance entre deux points de discrétisation,
et pouri = 0...N + 1 on définit les points de discrétisatian = ih (voir Figure 1.4.3), qui sont les points ou
I'on va écrire I'équation-u" = f en vue de se ramer a un systeme discret, c.a.d. a un systécnenavembre fini
d’inconnues. Remarquons qug = 0 etz 1 = 1. Soitu(z;) la valeur exacte de enz;. On écrit la premiere
équation de (1.4.21) en chaque paiptpouri = 1... N.

20n appelle équation aux dérivées partielles une équatiofaifintervenir les dérivées partielles de la fonctionanaue, par exemple

2 2 N .
0y + gy;‘ = 0, ollu est une fonction d&R? dansiR.
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u(z)

| | | |

zo =0 1 x; = ih TN+1 =1

FIG. 1.4 — Solution exacte et approchée-de’ = f

On peut facilement montrer, par un développement de Taylersiu € C4([0, 1], IR) (ce qui est vrai sff € C?)
alors
Cu(@ivr) +u(zio) — 2u(x)
h2
La valeurR; s’appelle erreur de consistance au paint
On introduit alors les inconnué€s,),—1,... n qu’'on espere étre des valeurs approchées dex pointsy; et qui
sont les composantes de la solution (si elle existe) dusesttiivant

h2
= —u"(x;) + R; avec|R;| < ﬁl|u(4)||°°' (1.4.22)

Uipr uim1 — 20
{ - E =bi, Vie{l<N}, (1.4.23)
Uy = UN+1 = 0.

Uy
Oncherchedone = | : | € IRY solution de (1.4.23). Ce systéme peut s’écrire sous forntgaiedle :Au = b

UN

aved = (b1,...,by)" et A lamatrice carrée d'ordrd’ de coefficientga; ;); j—1,n définis par :
2
(7% :ﬁ,Vi:L...,N,

1 (1.4.24)

Qi j :fﬁ,Vizl,...,N, j=1x1,
a;; =0,Vi=1,...,N,[i—j|>1

On remarque immédiatement qdeest tridiagonale. On peut montrer gdeest symétrique définie positive (voir
exercice 25 page 44). On peut aussi montrer que

h2
max {Ju; = u(w)]} < o u® .
En effet, si on noté& le vecteur dedR”™ de composantes(z;), ¢ = 1,..., N, et R le vecteur deR”™ de com-

posantesk;, i = 1,..., N, on a par définition de&® (formule (1.4.22))A(u — u) = R, et donc|u — Tl|ec <

3En effet, par développement de Taylor, on a:
w(@ig1) = ul@i) + ha' (@) + Bou’ (27) + B (27) + B2u@® (&) o0& € (21, 2i41) et
u(zi—1) = u(z;) — hu/(z;) + h—;u”(mi) — h—;u/”(mi) + %u(‘l)(m) oun; € (x;, Tit1)-
En faisant la somme de ces deux égalités, on en déduitq(e;: 1) + u(z;_1) = 2u(z;) + %2//(331') + %u(‘l) (&) + }2%“(4) (n;), et
donc R; défini par (1.4.22) vérifie :

(1) tu(@i—1)—2u(z; 4 4 2
|Ri| = | — W)t elE)=2u@a) )] < [B2a®) (&) + Bu® ()] < 22 J[u® oo
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|A= s || R]| - Or on peut montrer (voir exercice 27 page 45, partie 1) fde ||, < 1/8, et on obtient donc
avec (1.4.22) quéu — o < h?/96]|u™||o.

Cette inégalité donne la précision de la méthode. On rereagquparticulier que si on raffine la discrétisation,
c’est—a—dire si on augmente le nombre de patsu, ce qui revient au méme, si on diminue le pas de discrétisa-
tion i, on augmente la précision avec laquelle on calcule la solagpprochée. Or on a déja dit qu’on peut montrer
(voir exercice 25 page 44) quend(A) ~ N2. Donc si on augmente le nombre de points, le conditionnedent

A augmente aussi. Par exempleNsi= 10%, alors||d.||/||z|| = 108||6]|/||b]|. Or sur un ordinateur en simple
précision, on g &|/||b]| > 10~7, donc I'estimation (1.4.20) donne une estimation de l'errelative||s. || /|||
de1000%, ce qui laisse a désirer pour un calcul qu’on espére précis.

En fait, I'estimation (1.4.20) ne sert a rien pour ce genrpridléme, il faut faire une analyse un peu plus poussée,
comme c'est fait dans I'exercice 27 page 45. On se rend coalpte que pouyf donnée il existe” € IR ne
dépendant que dg(mais pas de&V) tel que

16 il Je)
vl < o2t avech = : : (1.4.25)

U b
[[ull o] )

L'estimation (1.4.25) est évidemment bien meilleure qestimation (1.4.20) puisqu’elle montre que I'erreur
relative commise sun est du méme ordre que celle commise &UEN particulier, elle n"augmente pas avec le
nombre de points de discrétisation. En conclusion, I'egtiom (1.4.20) est peut-étre optimale dans le cas d’'une
matrice quelconque, (on a montré ci-dessus qu'’il peut yragalité dans (1.4.20)) mais elle n’est pas significative
pour I'étude des systémes linéaires issus de la disciiétisdés équations aux dérivées partielles.

1.5 Méthodes itératives

1.5.1 Origine des systemes a résoudre

Les méthodes directes que nous avons étudiées dans leggragrécédent sont trés efficaces : elles donnent la
solution exacte (aux erreurs d’'arrondi prés) du systén@aiie considéré. Elles ont I'inconvénient de nécessiter
une assez grande place mémoire car elles nécessitentkageode toute la matrice en mémoire vive. Sila matrice
est pleine, c.a.d. si la plupart des coefficients de la measant non nuls et qu’elle est trop grosse pour la mémoire
vive de I'ordinateur dont on dispose, il ne reste plus qu@ghabilement le “swapping” c’est-a—dire 'échange
de données entre mémoire disque et mémoire vive pour podgaudre le systéme.
Cependant, si le systéme a été obtenu a partir de la distiétisd’équations aux dérivés partielles, il est en
général “creux", c.a. d. qu'un grand nombre des coefficidata matrice du systeme sont nuls ; de plus la matrice
a souvent une structure “bande®. les éléments non nuls de la matrice sont localisés sur negaliagonales.
On a vu au chapitre précédent que dans ce cas, la méthode Bsiitoonserve le profil” (voir a ce propos page
19). Prenons par exemple le cas d’'une discrétisation duacegsi sur un carré par différences finies. On cherche a
résoudre le probleme :

—Au = fsurQ =]0,1[x]0, 1],

u = 0 suros, (1.5.26)
On rappelle que I'opérateur Laplacien est défini poar C?(£2), ouQ est un ouvert d&R 2, par
u 0%
Au=— + —.
4= 92 + 0y?
Définissons une discrétisation uniforme du carré par lestgi;, y;), pouri = 1,..., M etj =1,..., M avec

x; = th,y; = jheth = 1/(M + 1), representée en figure 1.5.1 paur = 6. On peut alors approcher les
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dérivées secondes par des quotients différentiels comneld@as unidimensionnel (voir page 23), pour obtenir
un systéme linéaire AU = bou A € My(IR) etb € RY avecN = M?2. Utilisons I'ordreexicographiqué
pour numéroter les inconnues, c.a.d. de bas en haut et deegaulroite : les inconnues sont alors numérotées de
1aN = M? etle second membre s’écbit= (b1, ...,by)". Les composantds, ..., by sont définies par :pour
i,j=1,...,M,onpose = j+ (i — 1)M etby = f(x;,y;).

31 32 33 34 35 36
25 26 27 28 29 30
19 20 21 22 23 24
13 14 15 16 17 18
7 8 9 10 11 12
=1 1 2 3 4 5 6
xr
j=1

FiG. 1.5 — Ordre lexicographique des inconnues, exemple dassiel = 6

Les coefficients del = (ax.¢)r,1=1, 8 Peuvent étre calculés de la maniére suivante :

Pour i,j=1,...,M, onposek = j+ (i — 1)M,
4
A,k = ﬁ’
1 .
—— Sij#M
Ok, k41 = h? _j 7 M,
0 sinon,
1 .
——Sij#1
Ak, k—1 = 2 S 71 )
0 sinon,
1 .
——Sli< M
Ak k+M = 2 s A ]
0 sinon,
! sii>1
Ak k—M = Rzt T .
0 sinon,
Pour k=1,....,N,etl=1,...,N;
ke =0,Vk=1,....,N, 1< |k—{ <Noulk—£ > N.
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La matrice est donc tridiagonale par blocs, plus précisésiam note

4 -1 0 0
-1 4 -1 0 0
0
D= :
0 PRV |
0 ... 0 -1 4

les blocs diagonaux (qui sont des matrices de dimenglox M), on a :

D —-Id 0 0
—Id D —-Id 0 . 0
0O —-Id D —-Id --- 0
A= . . . . . . , (1.5.27)
0 . —Id D -Id
0 0 —-Id D

ol /d désigne la matrice identité d’ordid .

On peut remarquer que la matrigea une “largeur de bande" d&. Si on utilise une méthode directe genre
Choleski, on aura donc besoin d’une place mémoir&/de M = M?3. (Notons que pour une matrice pleine on a
besoin deV/4.)

Lorsqu’on a affaire a de trés gros systemes issus par exateplengénierie (calcul des structures, mécanique
des fluides, ...), oWV peut étre de I'ordre de plusieurs milliers, on cherche asetildes méthodes nécessitant le
moins de mémoire possible. On a intérét dans ce cas a utlkseméthodes itératives. Ces méthodes ne font appel
gu’a des produits matrice vecteur, et ne nécessitent dantesockage du profil de la matrice mais uniquement
des termes non nuls. Dans I'exemple précédent, on a 5 dikgoman nulles, donc la place mémoire nécessaire
pour un produit matrice vecteur sV = 5M 2. Ainsi pour les gros systémes, il est souvent avantageuiiseéu

des méthodes itératives qui ne donnent pas toujours la@olexacte du systéeme en un nombre fini d'itérations,
mais qui donnent une solution approchée a colt moindre quiugthode directe, car elles ne font appel qu’'a des
produits matrice vecteur.

Remarque 1.20 (Sur la méthode du gradient conjugué)

Il existe une méthode itérative “miraculeuse" de résoluties systemes linéaires lorsque la matricest symétrique
définie positive : c’est la méthode du gradient conjuguée Et miraculeuse en ce sens qu’elle donne la solution
exacte du systeméz = b en un nombre fini d'opérations (en ce sens c’est une méthoeeta) : moins deV
itérations ouN est I'ordre de la matriced, bien qu’elle ne nécessite que des produits matrice vedaudes
produits scalaires. La méthode du gradient conjugué esagmfie méthode d’optimisation pour la recherche du
minimum dandR " de la fonction déR”" dansIR définie par :f(z) = %Am -2 — b-x. Or on peut montrer que
lorsqueA est symétrique définie positive, la recherchecdainimisantf dansIR” est équivalent a la résolution
du systemelx = b. (Voir paragraphe 3.2.2 page 124.) En fait, la méthode dwgrat conjugué n’est pas si mirac-
uleuse que cela en pratique : en effet, le nomkirest en général trés grand et on ne peut en géneral pas envisage
d’effectuer un tel nombre d'itérations pour résoudre letéyse. De plus, si on utilise la méthode du gradient con-
jugué brutalement, non seulement elle ne donne pas la snletiN itérations en raison de I'accumulation des
erreurs d'arrondi, mais plus la taille du systéme croit eiple nombre d'itérations nécessaires devient élevé. On
a alors recours aux techniques de “préconditionnementudN@viendrons sur ce point au chapitre 3.

La méthode itérative du gradient a pas fixe, qui est elle aobgnue comme méthode de minimisation de la
fonctionf ci-dessus, fait I'objet des exercices 28 page 46 et 63 pafe 14
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1.5.2 Définition et propriétés

Soit A € My (IR) une matrice inversible étc IR”, on cherche toujours ici & résoudre le systéme linéairel(l.1
c’est-a—dire a trouver ¢ R" tel queAz = b.

Définition 1.21 On appelle méthode itérative de résolution du systemeilim€h.1.1)une méthode qui construit
une suite(z®)) e (oU “litéré" 2(*) est calculé a partir des itérés(®) ... 2(*~1)) censée converger vers
solution de(1.1.1).

Définition 1.22 On dit qu'une méthode itérative est convergente si pour¢hatx initial z(*) ¢ RY, on a:
+*) — 2 quandn — +oo

Puisqu’il s’agit de résoudre un syteme linéaire, il est reltt'essayer de construire la suite des itérés sous la forme
z*+) = Bz(®) 4 ¢ 00 B € My(IR) ete € RN seront choisis de maniére a ce que la méthode itérative ainsi
définie soit convergente. On appellera ce type de méthtidieode | et on verra par la suite un choix plus restrictif
gu’on appelleraméthode I

Définition 1.23 (Méthode 1) On appelle méthode itérative de type | pour la résolutionyhiéme linéairg¢l.1.1)
une méthode itérative ou la suite des ité(égc))kem est donnée par :

Initialisation z(® e RY
Itérationn  z*+D = Bz 4 ¢,
ouB € My(R) etc € RY.

Remarque 1.24 (Condition nécessaire de convergencelJne condition nécessaire pour que la méthode | con-
verge est que = (Id — B)A~!'b. En effet, supposons que la méthode converge. En passaringitilorsque

n tend vers linfini sur l'itérationn de I'algorithme, on obtient = Bz + ¢ et commer = A~'b, ceci entraine
c=(Id— B)A~'b.

Remarque 1.25 (Intérét pratique) La “méthode I” est assez peu intéressante en pratique, céaut calculer
A=, sauf si(Id — B)A™! = ald, aveca € IR. On obtient dans ce cas:

B=—aA+1d
et c=ab

c’est—a—dire
2" = 2" 4 a(b — Az™).
Le termeb — Ax™ est appelé résidu et la méthode s'appelle dans ce cas la ohéthiextrapolation de Richardson.

Théoréme 1.26 (Convergence de la méthode de type §oitA € My (IR) A inversibleh € IR™ . On considére
la méthode | ave® € My (IR) et
c=(Id— B)A™'b. (1.5.28)

Alors la méthode | converge si et seulement si le rayon spleat3) de la matriceB vérifie p(B) < 1.

Démonstration

SoitB € My (RR).

Soitz la solution du systéme linéaire (1.1.1); grace a (1.5.28}, Bz + ¢, et commer*+1) = Bz¥) 4+ ¢ on a
doncz*+1) — z = B(z® — z) et par récurrence su,

™ — 2 =Bk — 1), VkeNN. (1.5.29)

On rappelle (voir exercice 5 page 37) qu@3) < 1 si et seulement sB® — 0 et que donc, sp(B) > 1 alors
B™ 4 0. On rappelle aussi quB™ — 0 si et seulement B"y — 0, Vy e R".
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(=) On démontre I'implication par contraposée. Supposons g > 1 et montrons que la méthode | ne
converge pas. Si(B) > 1 il existey € RY tel queB*y +— 0.
k——+oco

En choisissant(?) = z+y = A~ 'b+y, 'égalité (1.5.29) devientz*) —2 = B¥y /— 0 par hypothése
k——+oco

et donc la méthode n’est pas convergente.
(<) Supposons maintenant queB) < 1 alors I'égalité (1.5.29) donne

e® — g =Bk —z) — 0
k—+4o00

carp(B) < 1. Doncz(® LT A~'b. La méthode est bien convergente.
— 400
|

Définition 1.27 (Méthode Il) SoitA € My (IR) une matrice inversibley € IR". SoientM et N € My (IR)
des matrices telles qué = M — N et M est inversible (et facile & inverser).

On appelle méthode de type Il pour la résolution du systénd@aire(1.1.1)une méthode itérative ou la suite des
itérés(z*) e est donnée par :

e s . (0) N
{ Initialisation 2(®) € R (1.5.30)

Itérationn Mz = Nz(*) 4+ p,

Remarque 1.28 SiMz*+ = Nz(¥) +p pour toutk € IN etz®) — y quandn — +oo alors My = Ny+b,
c.a.d.(M — N)y = b etdoncAy = b. En conclusion, si la méthode de type Il converge, alorsaleverge bien
vers la solution du systeme linéaire.

Théoréme 1.29 (Convergence de la méthode IIpoit A € My (IR) une matrice inversibley € RY. Soient)/
etN € My (IR) des matrices telles qué = M — N et M est inversible. Alors :
1. La méthode définie p&t.5.30)converge si et seulementsgil/ —'N) < 1.

2. La méthode itérative définie pét.5.30)converge si et seulement si il existe une norme induite fptée
telle que|| M ~IN| < 1.

Démonstration
1. Pour démontrer le point 1, il suffit de réécrire la méthddwéc le formalisme de la méthode I. En effet,
Ma®+D) = No®) 4 p = g+ = M ~INz(®) 4 M~1p = Ba®) 4 ¢

avecB = M~'N etc = M~'b.

2. Si il existe une norme induite notéde | telle que|[M~'N| < 1, alors en vertu de la proposition 1.5,
p(M~1N) < 1 et donc la méthode converge ce qui précéde.
Réciproquement, si la méthode converge aldrel ' N) < 1, et donc il existe) > 0 tel quep(M ' N) =
1 — n. varepsilon Prenons maintenaﬂt: 7 et appliquons la proposition 1.6 : il existe une norme ingluit

| - | telle que||M~IN|| < p(M~'N) +¢ < 1, ce qui démontre le résultat.
|

Pour trouver des méthodes itératives de résolution dursgstd.1.1), on cherche donc une décomposition de la
matriceA de la forme :A = M — N, ou M est inversible, telle que le systéméy = d soit un systéme facile a
résoudre (par exempl¥l soit triangulaire).

Théoreme 1.30 (Condition suffisante de convergence, méthet) SoitA € My (IR) une matrice symétrique
définie positive, et soielil et N ¢ Mp(R) telles queA = M — N et M estinversible. Sila matrica/* + N
est symétrique définie positive algrél/ ~! N) < 1, et donc la méthode Il converge.
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Démonstration On rappelle (voir exercice (5) page 37) quese My (IR), et si|| - || est une norme induite sur
M (IR) par une norme suR ", on a toujours(B) < || B||. On va donc chercher une norme &if', notéel| - ||.

telle que

[M~IN|, = max{||[M~'Nz|., = € RY, |z|. =1} <1,
(ou on désigne encore pfai|. la norme induite suM  (IR)) ou encore :
[M~INz|. < ||lz||l., V2 € RN, x#0. (1.5.31)

On définit la normé - ||.. par||z|. = v/Az - z, pour toutz € IR". CommeA est symétrique définie positivi, .
est bien une norme sit ", induite par le produn scalairfe|y) 4 = Az-y. Onvamontrer que la propriété (1.5.31)
est vérifiée par cette norme. Spit R,z # 0, 0ona:|M~*Nz|? = AM INz-M~'Nz.OrN = M — A, et
donc :||[M~'Nz||? = A(Id — M~*A)z - (Id — M~'A)z. Soity = M~ Az ; remarquons qug # 0 carz # 0

et M 1A estinversible. Exprimon§) ~! Nz||2 & l'aide dey.

H]\7[_1N$||2:A(x—y)~(zf ):A:E~:1772Ax~y+Ay~y:Hx||272Ax~y+Ay~y.

Pour que| M ~*Nz||2 < ||z||? (et par suity(M ~'N) < 1), il suffit donc de montrer que 24z -y + Ay - y < 0.
Or,commeMy = Az,ona:—2Az-y+ Ay -y = —2My y + Ay - y. En écrivant My -y = Y- Mty =
Mty -y, on obtient donc que2Az -y + Ay -y = (- M — M' 4+ A)y -y, et commed = M — N on obtient
—2Ax -y + Ay -y = —(M' + N)y - y. CommeM* + N est symétrique définie positive par hypothése et que
y # 0, on en déduit que-2Ax - y + Ay - y < 0, ce qui termine la démonstration. m

Estimation de la vitesse de convergenceOn montre dans I'exercice 41 page 51 que si la suité))en C
IR est donnée par une “méthode 1" (voir définition 1.23 page 28yergentei.e. z(**1) = Bz + C (avec
p(B) < 1), et si on suppose que est la solution du systeéme (1.1.1), et qu& — z quandk — oo, alors
24D — 2
[l2®) — x|
spectralp(B) de la matriceB est donc une bonne estimation de la vitesse de convergeogeeBtimer cette
vitesse de convergence lorsqu’on ne connaitpas peut utiliser le fait (voir encore I'exercice 41 page §)on

a aussi

p(B) quandk — +oo (sauf cas particuliers) indépendamment de la normdRstir Le rayon

Jak+) — 2]

|70 — 2G| p(B) lorsquen — oo,

ce qui permet d’évaluer la vitesse de convergence de la miéfbar le calcul des itérés courants.

1.5.3 Meéthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et SOR/SSOR
Décomposition par blocs deA :

Dans de nombreux cas pratiques, les matrices des systém@aisdis a résoudre ont une structure “par blocs", et on
se sert de cette structure lors de la résolution par une méitérative.

Définition 1.31 SoitA € My (IR) une matrice inversible. Une décomposition par blocsAdest définie par un
entierS < N, des entier§n;),—1,... s tels queZiS:1 n; = N, etS? matricesA,; ; € My, n,;(IR) (ensemble des
matrices rectangulaires a; Ilgnes etn; colonnes, telles que les matricds; soientinversibles pour=1,...,5
et
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i A171 A172 Al,S T
Agq '
A= - R _ (1.5.32)
: As-15
| Asqp ... . Ass-1 Ass |

Remarque 1.32
1. SiS=Netn; =1Vie {1,...,5}, chaque bloc est constitué d'un seul coefficient.

2. SiA est symétrique définie positive, la conditidp; inversible dans la définition 1.31 est inutile c&s ;
est nécessairement symétrique définie positive donc ibierBrenons par exemple= 1; soity € R™,
y#0etr = (y,0...,0)t c RN, AlorsA; 1y -y = Az - = > 0 doncA; ; est symétrique définie positive.

3. SiA estune matrice triangulaire par blocs, c.a.d. de la for(hes.32)avecA; ; = 0 sij > 4, alors
5
det(A) = [ det(4;.:).
i=1

Par contre siA est décomposée énx 2 blocs carrés (i.e. tels que; = m;, ¥(i,j) € {1,2}), onaen
général :det(A) 75 det(ALl)det(Agg) — det(A172)det(A271).

Méthode de Jacobi

On peut remarquer que le choix le plus simple pour le systéfme= d soit facile a résoudre (on rappelle que c’est
un objectif de la mise sous forme méthode de type I1) est dedpespourM une matrice diagonale. La méthode
de Jacolfi consiste a prendre podd la matrice diagonal® formée par les blocs diagonaux de

[ Aip O ... 0
0 .
D =
: . . 0
| 0 ... 0 Ags |

Dans la matrice ci-dessusdésigne un bloc nul.

4Carl Gustav Jakob Jacobi, (Potsdam, 1804 - Berlin, 1851hénaaticien allemand. Issu d’'une famille juive, il étudiéUniversité de
Berlin, ou il obtient son doctorat en 1825, a peine agé de 81 %a thése est une discussion analytique de la théorieatt®iis. En 1829,
il devient professeur de mathématique a I'Université degﬁigsberg, et ce jusqu’en 1842. Il fait une dépression, eageyen Italie en 1843.
a son retour, il déménage a Berlin ou il sera pensionnairal juogqu’a sa mort. Dans une lettre du 2 juillet 1830 adreaséegendre, Jacobi
écrit : iz M. Fourier avait I'opinion que le but principal des mathéimags était I'utilité publique et I'explication des phénénes naturels ;
mais un philosophe comme lui aurait d0 savoir que le but wnigila science, c’est I'honneur de I'esprit humain, et ques s titre, une
question de nombres vaut autant qu’'une question du systemmmdde. '|'é— L'expression est restée, et renvoie a un débat toujoursudibte.
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OnaalorsN = E + F, oU E et F sont constitués des blocs triangulaires inférieurs etrieqns de la matricel :

0 0o ... . 0
*Az,l
E =
: . . 0
L —U4SJ R - —u4&5_1 0_
et )
0 714172 . 7141 S
0
F =
: : - —As_1s
Lo ... .0 0 |

On abiend = M — N etavecD, E et F définies comme ci-dessus, la méthode de Jacobi s’écrit :

(0) N

W e R
1.5.

{ Dz = (E + F)a®) + b, (1.5.33)

Lorsqu’on écrit la méthode de Jacobi comme une méthode I,®r-aD~!(E + F) ; on noteraJ cette matrice.

En introduisant la décomposition par blocs:elesolution recherchée de (1.1.1), c.a.d. = [z, ..., zs]%, oU

x; € IR™, on peut aussi écrire la méthode de Jacobi sous la forme :

o € H{N
AV = =3 Aggal? =3 A 4 b i= 1,8, (15.34)
J<i Jj>i
SiS=Netn, =1Vi € {1,...,5}, chaque bloc est constitué d’un seul coefficient, et on obleeméthode de
Jacobi par points (aussi appelée méthode de Jacobi), guitsiénc :
o € H{N
aiirl ™ = =3 a7 =3 a1 b i =1, N (1.5.35)

Jj<i Jj>i

Méthode de Gauss-Seidel

L'idée de la méthode de Gauss-Setdest d'utiliser le calcul des composantes de l'itéké+ 1) dés qu'il est

effectué. Par exemple, pour calculer la deuxiéme compesélﬁfl) du vecteurz(**1) on pourrait employer la

“nouvelle” valeur:cgk“) gu’on vient de calculer plutdt que la valemﬁk) comme dans (1.5.34); de méme, dans le

calcul dexgk“), on pourrait employer les “nouvelles” valem%““) et:z:g”l) plutbt que les valeur;sgk) et:z:ék).

Cette idée nous suggére de remplacer dans (1.5;53)4parx§.k“) si j < 4. On obtient donc I'algorithme suivant :

SPhilipp Ludwig von Seidel (Zweibr'%,cken, Allemagne 1821 ? Munich, 13 August 1896) mathématialeemand dont il est dit qu'il a
découvert en 1847 le concept crucial de la convergenceromfen étudiant une démonstration incorrecte de Cauchy.
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(0) N
% e R
k+1 (k+1) . (1.5.36)
{A”$§+) Z]<1AJ J+ Z'L<]Aajx()+b“ i=1,...,5
Notons que I'algorithme de Gauss—Seidel par points (ca$ suN etn; = 1) s’écrit donc :
(0) N
W eR
1.5.37
{ ai oy = — i< aiﬂg*kﬂ) — i< aivjzg‘k) tbi, i=1...,N ( )
La méthode de Gauss—Seidel s’écrit donc sous forme de n&thadecM = D — F etN = F :
o € RN
{ (D — E)z++1) = k) 40, (1.5.38)

Lorsqu’on écrit la méthode de Gauss—Seidel comme une méthod aB = (D — E)~'F; on noteral; cette
matrice, dite matrice de Gauss-Seidel.

Méthodes SOR et SSOR

L'idée de la méthode de sur-relaxation (SOR = Successive Rekaxation) est d'utiliser la méthode de Gauss-
Seidel pour calculer un itéré intermédiairé+!) qu’on “relaxe" ensuite pour améliorer la vitesse de cornsecg
de la méthode. On se donfie< w < 2, et on modifie I'algorithme de Gauss—Seidel de la maniérasizg :

o € IRN
A@D = =37 Al =3 e (1.5.39)

j<i i<j
zl(-k—H) = wil(-k—H) +(1- w)xz(-k), i1=1,...,5.

(Pourw = 1 on retrouve la méthode de Gauss—Seidel.)
L'algorithme ci-dessus peut aussi s'écrire (en multigligar A; ; la ligne 3 de l'algorithme (1.5.39)) :

z© ¢ RY
k+1 k+1 k
Aed™V = 0 |23 A =37 4 a2 b (1.5.40)
J<i J>i
+(1 —w)A;, Zx( ).

On obtient donc
(D — wE)z* Y = wFz® 1+ wb+ (1 — w)Dz®,

L'algorithme SOR s’écrit donc comme une méthode Il avec

MBEetNF+(1—w)D.
w w

Il est facile de vérifier quel = M — N.

L'algorithme SOR s’écrit aussi comme une méthode | avec

D -t 1-
B:(——E) (F+( L")D).
w w
On noteral,, cette matrice.
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Remarque 1.33 (Méthode de Jacobi relaxéen peut aussi appliquer une procédure de relaxation aveaqwem
méthode iérative “de base” la méthode de Jacobi, voir a cetdigxercice 35 page 48). Cette méthode est toutefois
beaucoup moins employée en pratique (car moins efficacdpquéthode SOR.

En “symétrisant” le procédé de la méthode SOR, c.a.d. entaéat les calculs SOR sur les blocs dans I'ordre 1
a N puis dans I'ordreV a 1, on obtient la méthode de sur-relaxation symétrisée RSSSQymmetric Successive
Over Relaxation) qui s’écrit dans le formalisme de la mééhloavec

() () (2) (e 2)

calcul dans l'ordre S...1 calcul dans lordre 1....S

S

Etude théorique de convergence

On aimerait pouvoir répondre aux questions suivantes :
1. Les méthodes sont—elles convergentes ?
2. Peut-on estimer leur vitesse de convergence ?

3. Peut-on estimer le coefficient de relaxationptimal dans la méthode SOR, c.a.d. celui qui donnera la plus
grande vitesse de convergence?

On va maintenant donner des réponses, partielles danmearées, faute de mieux, a ces questions.

Convergence On rappelle qu’une méthode itérative de typed, écrite sous la forme™ 1) = Bz(") 4 C
converge si et seulementiB) < 1 (voir le théoréme 1.26 page 28).

Théoréme 1.34 (Sur la convergence de la méthode SOR)

SoitA € My (IR) qui admet une décomposition par blocs définie dans la déimiti5.32 page 31 ; soier®

la matrice constituée par les blocs diagonaw® (resp.—F') la matrice constituée par les blocs triangulaires
inférieurs (resp. supérieurs) ; on adonel:= D — E — F. SoitL,, la matrice d'itération de la méthode SOR (et
de la méthode de Gauss—Seidel poue 1) définie par :

L= <2E)_1 <F+1—“’D), w £0,

w w
Alors :
1. Sip(L,) < lalors0 < w < 2.
2. Sion suppose de plus gdesymétrique définie positive, alors :

p(L,) < 1sietseulement §i < w < 2.
En particulier, siA est une matrice symétrique définie positive, la méthode ds$&eidel converge.
Démonstration du théoréeme 1.34 :

1. Calculonslet(L,,). Par définition,

- . 1 N 1—
Lo =M"'N,avecM = —~D - EetN = F + —2D.
w w
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Doncdet(£,,) = (det(M))~'det(N). CommelM et N sont des matrices triangulaires par blocs, leurs
déterminants sont les produits des déterminants des biagsrthux (voir la remarque 1.32 page 31). On a
donc:

(PT“)Ndet(D)
(2)Ndet(D)
Or le déterminant d’une matrice est aussi le produit desivalgropres de cette matrice (comptées avec leur

multiplicités algébriques), dont les valeurs absolues smries, par définition, inférieures au rayon spectral.
Onadonc {det(L,)| = |(1 —w)V| < (p(L,))Y, d’ou le résultat.

2. Supposons maintenant qdeest une matrice symétrique définie positive, et Que w < 2. Montrons
quep(L,) < 1. Par le théoréme 1.30 page 29, il suffit pour cela de montred\gi+ N est une matrice

symeétrique définie positive. Or,
. D ‘D
M= (—E> =—-F

w w

det(L,,) = =(1-w)?.

- - D 1— 2 —
M4+N==_-F+F+—Yp==""p
w w w
La matriceM® + N est donc bien symétrique définie positive.
|

Remarque 1.35 (Comparaison Gauss—Seidel/Jacobidn a vu (théoréme 1.34) quesiest une matrice symétrique
définie positive, la méthode de Gauss—Seidel converge.dpeire¢ méme dans le cas oliest symétrique définie
positive, il existe des cas ou la méthode de Jacobi ne coayers, voir a ce sujet I'exercice 30 page 46.

Remarquons que le résultat de convergence des méthodas/é@grdonné par le théoreme précédent n'est que
partiel, puisqu’il ne concerne que les matrices symétsgiefinies positives et que les méthodes Gauss-Seidel
et SOR. On a aussi un résultat de convergence de la méthodeala pour les matrices a diagonale dominante
stricte, voir exercice 31 page 47, et un résultat de comgamades méthodes pour les matrices tridiagonales par
blocs, voir le théoréme 1.36 donné ci-apres. Dans la pratitifaudra souvent compter sur sa bonne étoile. ..

Estimation du coefficient de relaxation optimal de SOR La question est ici d’estimer le coefficient de relax-
ationw optimal dans la méthode SOR, c.a.d. le coefficiente]0, 2] (condition nécessaire pour que la méthode
SOR converge, voir théoréme 1.34) tel qU£.,,,) < p(L,) Yw €]0,2].

D’aprés le paragraphe précédentgelonnera la meilleure convergence possible pour SOR. Oledaite dans le
cas assez restrictif des matrices tridiagonales par b@arcsie fait ici qu’énoncer le résultat dont la démonstration
est donnée dans le livre de Ph. Ciarlet conseillé en débuwies ¢

Théoréme 1.36 (Coefficient optimal, matrice tridiagonale)On considére une matricé € My (IR) qui admet
une décomposition par blocs définie dans la définition 1.pa&& 31 ; on suppose que la matrideest tridiago-
nale par blocs, c.a.d4; ; = 0si|i — j| > 1; soientL, et.J les matrices d'itération respectives des méthodes de
Gauss-Seidel et Jacobi, alors :

1. p(£1) = (p(J))? : la méthode de Gauss—Seidel converge (ou diverge) donwiptugue celle de Jacobi.

2. On suppose de plus que toutes les valeurs propres de licedtitération.J de la méthode de Jacobi sont
réelles. alors le parameétre de relaxation optimal, c.aedparamétrey, tel quep(L,,,) = min{p(L,),w €
10, 2[}, s’exprime en fonction du rayon spectydl/) de la matriceJ par la formule :
2
Wy = ——————— > 1,
14+ +/1—p(J)?

etona:p(Ly,,) = wo — 1.
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1.5.4 Recherche de valeurs propres et vecteurs propres

Les techniques de recherche des éléments propres, c.axhldars et vecteurs propres (voir Définition 1.4 page
6) d’'une matrice sont essentielles dans de nombreux dosdiapplication, par exemple en dynamique des struc-
tures : la recherche des modes propres d’une structure’peéter importante pour le dimensionnement de struc-
tures sous contraintes dynamiques, voir a ce propos I'ekeadtebre du “Tacoma Bridge", décrit dans les livres
de M. Braun (en anglais) et M. Schatzman (en francais) césein début de cours.

On donne dans les exercices qui suivent deux méthodes dassifjaes de recherche de valeurs propres d’'une
matrice qui sont la méthode de la puissance (exercice 41 fpBget celui de la puissance inverse (exercice 42
page 52). Citons également une méthode trées employée, lode¥) R, qui est présente dans de nombreuses
bibliothéques de programmes. On pourra se référer aux geside Ph. Ciarlet et de M. Schatzman, de D. Serre
et de P. Lascaux et R. Theodor (voir introduction).

1.6 Exercices
Exercice 1 (Matrices symétriques définies positivespuggestions en page 53, corrigé en page 57.

On rappelle que toute matrick € My (IR) symétrique est diagonalisable ddRqcf. lemme 1.11 page 8). Plus
précisément, on a montré en cours qued st My (IR) est une matrice symétrique, il existe une baséRdg,
notée{fi,..., fn}, etilexisteAr, ..., Ay € Rt.q.Af; = \;f;, pourtouti € {1,..., N}, etf; - f; = &;; pour
touti,j € {1,..., N} (z - y désigne le produit scalaire deavecy dansiR ™).

1. SoitA € My (IR). On suppose qud est symétrique définie positive, montrer que les élémeatgodiaux
de A sont strictements positifs.

2. SoitA € My (IR) une matrice symétrique. Montrer qudeest symétrique définie positive si et seulement si
toutes les valeurs propres desont strictement positives.

3. SoitA € My (IR). On suppose qué est symétrique définie positive. Montrer qu’on peut définie unique
matriceB € My (IR), B symétrique définie positive t.d3> = A (on noteB = Az).

Exercice 2 (Normes de I'ldentité)

Soit Id la matrice “Identité" deM n (IR)). Montrer que pour toute norme induite off &l|| = 1 et que pour toute
norme matricielle on §1d|| > 1.

Exercice 3 (Normes induites particuliéres)Suggestions en page 53, corrigé détaillé en page 57.

SoitA = (ai,j)i7j€{1 N} € MN(]R)

1. OnmunitR " de lanorme|- ||, et My (IR) de la norme induite correspondante, notée augsi,. Montrer
N
que|Al|e = maX;e{1,...,N} Zj:l |ai7j|-

2. OnmunitiR”Y de lanorme| - ||; et M (IR) de la norme induite correspondante, notée aussi. Montrer

yeeey

3. On munitiR” de la norme| - ||» et M x(IR) de la norme induite correspondante, notée aussi. Montrer
quel|Afl2 = (p(A*A))=.

Exercice 4 (Norme non induite)

N 1
PourA = (a; ;)i jeqr,...ny € Mn(IR), onpose|Alls = (32,7, a7 ;)2
1. Montrer que| - ||s est une norme matricielle mais n’est pas une norme induiter@y > 1).
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2. Montrer quel|A||2 = tr(A*A). En déduire quélA|lo < ||A]ls < VN|Allz et que||Az|l2 < || A|ls]|z]2,
pour toutd € My (IR) ettoutz € RY.
3. Chercher un exemple de norme non matricielle.

Exercice 5 (Rayon spectral)Suggestions en page 53, corrigé détaillé en page 58.

On munitM y(IR) d’une norme, notég - ||. SoitA € My (IR).

1. Montrer quep(A) < 1 si et seulement sit* — 0 quandk — oc.

2. Montrer que p(A4) < 1 = limsup,,___ ||A*|+ < 1.

3. Montrer quelim infj_o [|A%||* < 1= p(A) < 1.

4. Montrer quep(A) = limy, o || A¥||%.

5. On suppose ici qug - || est une norme matricielle, déduire de la question précédprep(A) < [|A|. On a
ainsi démontré la proposition 1.5.

Exercice 6 (Valeurs propres nulles d’'un produit de matrice$

Soientp etn des entiers naturels non nuls tels que p, et soientd € M,, ,(IR) etB € M,, ,(IR). (Onrappelle
queM,, ,(IR) désigne I'ensemble des matrices fignes etp colonnes.)

1. Montrer que\ est valeur propre non nulle déB si et seulement si est valeur propre non nulle deA.

2. Montrer que sk = 0 est valeur propre dd B alors\ est valeur propre nulle dB A.
(Il est conseillé de distinguer les cdsr # 0 et Bx = 0, ouz est un vecteur propre associé ala= 0
valeur propre ded B. Pour le deuxiéme cas, on pourra distinguer selon fjued = IR™ ou non.)

3. Montrer en donnant un exemple gug@eut étre une valeur propre nulle &4 sans étre valeur propre de
AB.
(Prendre par exemple = 1,p = 2.)

4. On suppose maintenant que-= p, déduire des questions 1. et 2. que I'ensemble des valeypsgerded B
est égal a 'ensemble des valeurs propres de la maiite

Exercice 7 (Rayon spectral)Corrigé en page 59.

Soit A € Mn(IR). Montrer que siA est diagonalisable, il existe une norme induite 8dry (IR) telle que
p(A) = || A||. Montrer par un contre exemple que ceci peut étre fauksiest pas diagonalisable.

Exercice 8 (Sur le rayon spectral)

On définit les matrices carrées d’ordre 2 suivantes :

1 1 -1 0
(P )m= (% )emaun

Calculer le rayon spectral de chacune des matriteB et C et en déduire que le rayon spectral ne peut étre ni
une norme, ni méme une semi-norme sur I'espace vectoriehdéices.

Exercice 9 (Série de Neumann)Suggestions en page 53, corrigé détaillé en page 59.

SoientA € My (IR) et| - || une norme matricielle.
1. Montrer que sp(A4) < 1, les matricedd — A etId + A sontinversibles.

2. Montrer que la série de terme génétélconverge (veréld — A)~1) si et seulement gi(A) < 1.
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Exercice 10 (Normes matricielles)

Soit||.|| une norme matricielle quelconque, et sdit My (IR) telle quep(A) < 1 (on rappelle qu’on notg(A)
le rayon spectral de la matric§). Pourz € IR™, on définit|z||. par :

oo
Izl = [ A7=]].
=0

1. Montrer que I'application définie d& " dansR parz — ||z||. est une norme.
2. Soitz € R" tel que||z||. = 1. Calculer||Az||. en fonction de|z||, et en déduire quiA||. < 1.

3. On ne suppose plus quéd) < 1. Soite > 0 donné. Construire & partir de la norhg une norme induite
|-~ telle quel| Al < p(A) + <.

Exercice 11 (Décomposition. DL! et LL!) Corrigé en page 60

2 1
1 0 )
Calculer la décompositiohDL? de A. Existe-t-il une décompositiohL? de A ?

1. SoitA =

2. Montrer que toute matrice def v (IR) symétrique définie positive admet une décomposifiéh.t.

0 1

3. Ecrire 'algorithme de décompositidnD L. La matriced = ( 1 0

) admet-elle une décompositidrD Lt ?

Exercice 12 (Décompositior.U et LI de matrices3 x 3)

2 =1 4 0
. 4 -1 5 1 ) .
1. SoitA = 9 9 _9 3l Donner la décompositiohU de A.
0 3 -9 4

2 -1 0 0

: -1 2 -1 0 . -

2. SoitB = 0 -1 2 1] Donner la décomposition L' de B.

0o 0 -1 2

3. Que deviennent les coefficients nuls dans la décompiditid ci-dessus ? Quelle est la propriété vue en cours

qui est ainsi vérifiée ?

Exercice 13 (Sur la méthodeL L!) Corrigé détaillé en page 62.

Soit A une matrice carrée d’ordr®, symétrique définie positive et pleine. On cherche a résoledsysteme
A%z =b.
On propose deux méthodes de résolution de ce systeme :

1. CalculerA?, effectuer la décompositiohL! de A2, résoudre le systéemeLx = b.
2. Calculer la décompositiohL! de A, résoudre les systeméd.ly = bet LL!z = y.

Calculer le nombre d’opérations élémentaires nécesgamaschacune des deux méthodes et comparer.
Exercice 14 (DécompositionL L! d’'une matrice tridiagonale symétrique)

Soit A € My (IR) symétrique définie positive et tridiagonale (zg,; = 0sii —j > 1).
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1. Montrer qued admet une décompositidinl.t, ot L est de la forme

a1 0 0
ﬁg 9 0 0
L= 0 "~ " ... 0
0 0 ﬁN ay

2. Donner un algorithme de calcul des coefficiemfset 5;, en fonction des coefficients, ;, et calculer le

nombre d’opérations élementaires nécessaires dans ce cas.
3. En déduire la décompositidn.’ de la matrice :
1 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0
A= o -1 2 -1 0
0 o -1 2 -1
0

4. Linverse d'une matrice inversible tridiagonale eseetidiagonale ?
Exercice 15 (Choleski pour matrice bande)Suggestions en page 53, corrigé en page 62

Soit A € My (IR) une matrice symétrique définie positive.
1. On suppose ici qué est tridiagonale. Estimer le nombre d’opérations de lafégation L' dans ce cas.
2. Méme question sil est une matrice bande (c’est-a-dirdiagonales non nulles).

3. En déduire une estimation du nombre d’opérations nécesgmur la discrétisation de I'équatien.” = f
vue page 23. Méme question pour la discrétisation de I'éguatAu = f présentée page 25.

Exercice 16 (Un systeme par blocs)

Soit A € My(IR) une matrice carrée d’ord® inversible,b, ¢, f € IR". Soienta ety € IR. On cherche a
résoudre le systéme suivant (avee RV, A € R) :

Az + b\ = f,

RN (1.6.41)

1. Ecrire le systéme (1.6.41) sous la formigy = g, ol M est une matrice carrée d’'ordhe+ 1,y € RV,
g € RN ™! Donner I'expression d&/, y etg.

2. Donner une relation entré, b, ¢ et «, qui soit une condition nécessaire et suffisante pour qugsigmme
(1.6.41) soit inversible. Dans toute la suite, on suppogeescette relation est vérifiée.

3. On propose la méthode suivante pour la résolution dursgs(®.6.41) :

(a) Soientz solution deAz = b, eth solution deAh = f.
by z—h—1=Ch

y—c-h
o—C-z a—Cc-z '
Montrer quez € IR™ et € IR ainsi calculés sont bien solutions du systéme (1.6.41).
4. On suppose dans cette question guest une matrice bande, dont la largeur de bandg. est

(a) Calculer le colt de la méthode de résolution proposélessus en utilisant la méthodé/ pour la
résolution des systemes linéaires.
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(b) Calculer le codt de la résolution du systeie = g par la méthodd.U (en profitant ici encore de la
structure creuse de la matricg.
(c) Comparer et conclure.
Dans les deux cas, le terme d’ordre supérieu2@sj?, et les codits sont donc comparables.

Exercice 17 (Propriétés générales du conditionnementlorrigé détaillé en page 63.

Partie |
On munitR™ d’une norme, notéé - ||, et My (IR) de la norme induite, notée augsi ||. Pour une matrice
inversibleA € My (IR), on notecond(A) = ||A|||[|A7Y].
1. SoitA € My (IR) une matrice inversible. Montrer quend(A) > 1.
2. Montrer quecond(cA) = cond(A) pour toute € IR*.
3. SoitA, B € My(IR) deux matrices inversibles. Montrer qeend(AB) < cond(A)cond(B).
Partie Il

On suppose maintenant qie" est muni de la norme euclidienne usuélle]| = || - || et My (IR) de la norme
induite (notée ausdli- ||2. On note alorsonds(A) conditionnement d’'une matricé inversible.
1. SoitA € My (IR) une matrice inversible. On notey [resp.o1] la plus grande [resp. petite] valeur propre
de At A (noter queA® A est une matrice symétrique définie positive). Montrer guels(A) = /oy /o1.
2. On suppose maintenant queest symétrique définie positive, montrer queid2(A) = Ay /A oU Ay
[resp.\1] est la plus grande [resp. petite] valeur propredde
3. SoitA € My (IR) une matrice inversible. Montrer quends(A) = 1 si et seulement st = a@ ou
a € IR* et est une matrice orthogonale (c’est-a-dijfe= Q~1).
4. SoitA € Mxy(IR) une matrice inversible. On suppose glie= QR ou ) est une matrice orthogonale.
Montrer queconds(A) = conda(R).
5. Soit4, B € My (IR) deux matrices symétriques définies positives. Montrerqués(A+B) < max{conds(A), conds(B)

Exercice 18 (Minoration du conditionnement)

Soit|| . || une norme induite suk x (IR) et soitA € My (IR) telle que defA) # 0.

1. Montrer que sj|A — B|| < ﬁ, alorsB est inversible.
2. Montrer que condA) > supge iy (R) %
det B=0

Exercice 19 (Minoration du conditionnement) Corrigé détaillé en page 65.

On note|| - || une norme matricielle suk x (IR). Soit A € My (IR) une matrice carrée inversibleynd(A) =
|| A||[|A=1]| le conditionnement dél, et soitd A € My (IR).

1. Montrer que si + J A est singuliére, alors

A
cond(A) > H (1.6.42)

2. On suppose dans cette question que la ndrmieest la norme induite par la norme euclidienne BuY .
Montrer que la minoration (1.6.42) est optimale, c’esti&du'’il existed A € My (IR) telle queA + 6 A
soit singuliére et telle que I'égalité soit vérifiée dan$(42).

[On pourra chercheb A de la forme
sA=-LZ
xtx

avecy € IRY convenablement choisi et= A~1y.]
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3. On suppose ici que la nornfie || est la norme induite par la norme infinie dBr" . Soita €]0, 1[. Utiliser
l'inégalité (1.6.42) pour trouver un minorant, qui tendsemc lorsquec tend vers 0, deond(A) pour la
matrice

Exercice 20 (Conditionnement du carré)

Soit A € My (IR) une matrice telle quéet A # 0.
1. Quelle relation existe-t-il en général enttaid (A?) et (cond A)% ?
2. On suppose qué symétrique. Montrer queonds (A42) = (condy A)2.
3. On suppose quend, (42%) = (condy A)?. Peut-on conclure qué est symétrique ? (justifier la réponse.)

Exercice 21 (Calcul de I'inverse d’'une matrice et conditionement) Corrigé détaillé en page 66.

On note|| - || une norme matricielle suk 5 (IR). SoitA € My (IR) une matrice carrée inversible. On cherche ici
des moyens d’évaluer la précision de calcul de l'inversd de

1. Onsuppose qu'on a calcul® approximation (en raison par exemple d’erreurs d’arrpahelia matriced .

On pose :
b oo lBoay _ BT -4
A=Y 1Al (1.6.43)
es = ||AB-1Id||, es = ||BA-Id|

(a) Expliquer en quoiles quantités, e, e3 etes mesurent la qualité de I'approximation de .
(b) Onsupposeiciqu8 = A~! + E, ou|| E| < ¢||A7!]], et que

econd(A4) < 1.

Montrer que dans ce cas,

econd(A)

< < =V e < < .
e1S€ €2 S T =cond(A)’ es < econd(A) etey < econd(A)

(c) On suppose maintenant qdé3 — Id = E’ avec||E’|| < ¢ < 1. Montrer que dans ce cas :

€
e1 <e, e < o 63 < ceetey <econd(A).

2. On suppose maintenant que la matrita’est connue qu’a une certaine matrice d’erreurs prés,muoaie

5A-
. . . 1
(a) Montrer que la matricd + &4 est inversible sj|d ]| < AT
(b) Montrer que si la matricel + 04 est inversible,
[(A+3d4)~" = A7Y [[0all
< cond(A)—-.
T+ 521 W

Exercice 22 (Discrétisation)
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On consideére la discrétisation a pas constant par le schéxndiféérences finies symétrique a trois points (vu en
cours) du probléme (1.4.21) page 23, ayee C([0, 1]). Soit N € IN*, N impair. On posér = 1/(N + 1). On
notew est la solution exacte;,; = ih, pouri = 1,..., N les points de discrétisation, @t;);—1,... n la solution du
systéme discrétisé (1.4.23).

1. Montrer que siu € C*([0, 1], alors la propriété (1.4.22) est vérifiée, c.a.d. :

.....

Cu(@iv1) +u(io) — 2u(z)
72

h2
= —u"(2;) + R; avec|R;| < ﬁl|u(4)||°°'

2. Montrer que sif est constante, alors

max |u; —u(z;)| = 0.
1<i<N

3. SoitN fixe, etlgl_zgv |u; —u(x;)] = 0. A-t-on forcément qug est constante sy, 1] ? (justifier la réponse.)
71/7

Exercice 23 (IP-matrice) Corrigé en page 67

Soit N € IN*, on noteM y(IR) I'ensemble des matrices d€ lignes etN colonnes et a coefficients réels. Si
z € RY, ondit quer > 0 [resp.z > 0] si toutes les composantes dsont positives [resp. strictement positives].
Soit A € My (IR), on dit queA est une IP-matrice si elle vérifie la propriété suivante :

Siz e RY esttel quedz > 0, alorsz > 0,

ce qui peut encore s’écrirgz € RY t.q. Az > 0} ¢ {z ¢ R" t.q.z > 0}.

1. SoitA = (a; ;)i j=1,..n € Mn(IR). Montrer queA est une IP-matrice si et seulement4sest inversible et
A~1 > 0 (c’est-a-dire que tous les coefficients.de! sont positifs).

2. SoitA = ( i Z ) une matrice réelle d’ordre 2. Montrer qdeest une IP-matrice si et seulement si :

ad < be, ad > be,
a<0,d<0 oug a>0,d>0, (1.6.44)
b>0,¢c>0 b<0,c<0.

3. Montrer que sid € My (IR) est une IP-matrice alord® (la transposée dé) est une IP-matrice.

4. Montrer que s est telle que

a;; <0, pourtouti,j =1,...,N,i#j,
N

ai; > Z |a; |, pourtouti = 1,..., N, (1.6.45)

Jj=1
J#

alors A est une IP-matrice.

5. En déduire que si est telle que

a;; <0, pourtouti,j =1,...,N,i# j,
N

ai; > Z |la; |, pourtouti = 1,..., N, (1.6.46)
=1
ik

alors A est une IP-matrice.
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6. Montrer que sid € My (IR) est une IP-matrice et sic IR™ alors :

Az > 0= 2 > 0.

cest-a-dire qugz € R t.q. Az > 0} ¢ {z e RV t.q.z > 0}
7. Montrer, en donnant un exemple, qu’une matricde M v (IR) peut vérifier{z ¢ R™ t.q. Az > 0} C {z €
RY t.g.2 > 0} et ne pas étre une IP-matrice.

8. On suppose dans cette question gue M y(IR) est inversible et quéz € R t.q. Az > 0} € {x ¢ RY
t.g.z > 0}. Montrer queA est une IP-matrice.

9. Soit E' I'espace des fonctions continues dRret admettant la méme limite finie epco et —co. Soit L(E)
'ensemble des applications linéaires continuesdéansE. Pour f € E, on dit quef > 0 (resp.f > 0) si
f(x) > 0 (resp.f(z) > 0) pour toutz € IR. Montrer qu'il existeT’ € L(E)telqueTf>0—=— f >0,etge E
tel queT'g > 0 etg # 0 (ceci démontre que le raisonnement utilisé en 2 (b) ne maraben dimension infinie).

Exercice 24 (M-matrice)

Dans ce qui suit, toutes les inégalités écrites sur desweot@l des matrices sont a entendre au sens composante
par composante.

SoitA = (a; ;)i j=1,...» Une matrice carrée d’ordre On dit queA est unel -matrice siA est une IP-matriceq

est inversible el > 0, voir exercice 23) qui vérifie de plus

(@) ai; >0pouri=1,...,n;
(b) a;; <Opouri,j=1,...,n,%#j;

1. SoitA une IP-matrice ; montrer qué est unel -matrice si et seulement si la propriété (b) est vérifiée.

2. SoitA = < Z Z ) une matrice réelle d’ordre 2. Montrer queest une M-matrice si et seulement si :
ad > be,
a>0,d>0, (1.6.47)
b<0,c<O.

2 -1 -1
4. Soit A la matrice carrée d'ordre 3 définie par :

3. Les matricesl = ( -1 2 ) etB = ( 2 7; ) sont-elles des IP-matrices ? des M-matrices ?

2 -1 1
A= 0 1 -1
-1 0 1

Montrer qued—! > 0 mais qued n’est pas uné/—matrice.

5. SoitA une matrice carrée d’ordre= m + p, avecm, p € IN tels quem > 1 etp > 1, vérifiant :

a;; > 0,
a;; <0, pourj=1,...,n, j#1,
n

our; =1,...,m, 1.6.48

ai7i+2ai7j =0 P ( )
j=1
i

Qi 4 = 1,

ays =0, pOUrj =1,....n, j #i, } pouri=m+1,...,n. (1.6.49)
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Vi <m, I(ke)e=1,...L;; k1 =i, kp, >m, etag, p,,, <0, VL=1,..., L. (1.6.50)
Soitb € IR" tel queb; = 0 pouri = 1,..., m. On considere le systéme linéaire
Au=10 (1.6.51)

5.1 Montrer que le systéme (1.6.51) admet une et une seultosol

5.2 Montrer quey est tel quaning—,,+1,, br < v; < maxg=m+1,, br. (ON pourra pour simplifier supposer que
les équations sont numérotées de telle sortengiu@_,,, 1., by = b2 < ba < ... < by, = MaxXp—m+1,n bk.)

6. On considére le probleme de Dirichlet suivant :

—u" = 0sur0,1] (1.6.52a)
w(0) = —1 (1.6.52b)
u(l) =1. (1.6.52c¢)

6.1 Calculer la solution exactede ce probléme et vérifier qu’elle reste comprise entre -1 et 1

6.2 Soitm > 1 et soient4 etb et la matrice et le second membre du systéme linéaire d’ardren + 2 obtenu par
discrétisation par différences finies avec un pas unifdzme% du probléme (1.6.52) (en écrivant les conditions
aux limites dans le systeme). Montrer que la solutiba IR" du systéemedU = b vérifie —1 < u; < 1.

Exercice 25 (Valeurs propres du Laplacien discret 1D)Suggestions en page 54, corrigé détaillé en page 68.

Soit f € C([0,1]). Soit N € IN*, N impair. On posér = 1/(N + 1). Soit A la matrice définie par (1.4.24) page
24, issue d'une discrétisation par différences finies (vuearirs) du probleme (1.4.21) page 23.

1. Montrer queA est symétrique définie positive.

2. Calculer les valeurs propres et les vecteurs propred.d®n pourra commencer par cherchar € R et

¢ € C?*(IR,R) (¢ non identiquement nulle) t.ec¢” (z) = Ap(x) pour toutz €]0, 1 etp(0) = (1) = 0].

3. Calculercond; (A) et montrer qué?conds(A) — =% lorsqueh — 0.

Exercice 26 (Conditionnement, réaction diffusion 1d.)

On s'intéresse au conditionnement pour la norme euclidieleia matrice issue d’une discrétisation par Différen-
ces Finies du probleme aux limites suivant :

—u"(x) +u(x) = f(z), x €]0,1],
u(0) = u(1) = 0.

n une “valeur approchee” de la solutiendu probléeme (1.6.53) aux

(1.6.53)

Soit N € IN*. On noteU = (u;)

points(N%rl) . On rappelle que la discrétisation par différences finiesedgrobléeme consiste a chercher
N

j=1,..,

Bt A}

U comme solution du systéme linéaild/ = (f(N%rl)) N ou la matriceA € Mxy(IR) est définie par

.....

A= (N +1)?B + Id, Id désigne la matrice identité et

2 —1 0 0
1 2 1

B=1 o 0

-1 2 -1

0 0 -1 2
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1. (Valeurs propres de la matriée)
On rappelle que le probléme aux valeurs propres

—u"(x) = du(z), = €]0,1],

u(0) = u(1) = 0. (1.6.54)

admet la famillg A\, ux ) kew+, A = (k7)? etug(z) = sin(kwx) comme solution. Montrer que les vecteurs
Up = (uk(ﬁ)) sont des vecteurs propres de la matiiteEn déduire toutes les valeurs propres

EEREE)

de la matriceB.
2. En déduire les valeurs propres de la matrce
3. En déduire le conditionnement pour la norme euclidierakdnatriceA.

Exercice 27 (Conditionnement “efficace".) Suggestions en page 54, corrigé en page 69.

Soit f € C(]0,1]). Soit N € IN*, N impair. On posé: = 1/(N + 1). Soit A la matrice définie par (1.4.24) page
24, issue d'une discrétisation par différences finies (vueaeirs) du probleme (1.4.21) page 23.

Pouru € RY, on noteu,, ..., uy les composantes de Pouru € IR™, on dit queu > 0 si u; > 0 pour tout
ie{l,...,N}.Pouru,v € R", onnoteu- v =" uu;.
On munitiRY de la norme suivante : pourc IRY, ||u| = max{|u,|, i € {1,..., N}}. On munit alorsM y (IR

de la norme induite, également notée||, c’est-a-dire]| B|| = max{||Bul|, v € R" t.q.|ul| = 1}, pour tout
B e My(R).
Partie | Conditionnement de la matrice et borne sur I'erreur redativ

1. (Existence et positivité dd ') Soientb € RY etu € R” t.q. Au = b. Remarquer quelu = b peut
s'écrire :

{ pz (Wi = wim1) + gz (ui — wig1) = by, Vi € {1,..., N}, (1.6.55)

Uug = UN+1 = 0. o
Montrer queb > 0 = u > 0. [On pourra considérere {0,..., N+1} t.q.u, = min{u;, j € {0,..., N+
1}1]

En déduire qued est inversible.

2. (Préliminaire...) On considére la fonctigne C([0,1],1R) définie parp(xz) = (1/2)x(1 — ) pour tout
x € [0,1]. On définit alorsp € IRY par¢; = ¢(ih) pour touti € {1,..., N'}. Montrer que(A¢); = 1 pour
touti € {1,...,N}.

3. (calcul de||A~'|)) Soientb ¢ RY etu € R™ t.q. Au = b. Montrer que|u|| < (1/8)||b|| [Calculer
A(u =+ ||b]|¢) avece défini a la question 2 et utiliser la question 1]. En déduire gd—!|| < 1/8 puis
montrer que|A~1|| = 1/8.

4. (calcul def|A|) Montrer quel|A|| = 7.

5. (Conditionnement pour la nornjie ||). Calculer|A~||||A||. Soientb, 6, € RY. Soientu, §, € R" t.q.

Su )
Au=betA(u+d,) = b+ . Montrer que|”—|| < |A‘1||||A||%.
u

Montrer qu’un choix convenable deet d, donne I'égalité dans I'inégalité précédente.

Partie Il Borne réaliste sur I'erreur relative : Conditionnemenfitefce"

On se donne maintenafite C ([0, 1],IR) et on suppose (pour simplifier...) qyiex) > 0 pour toutz €]0, 1]. On
prend alors, dans cette partig,= f(ih) pour touti € {1,..., N}. On considére aussi le vectegrdéfini a la
guestior de la partie I.

Analyse numérique |, Télé-enseignement, L3 45 Université Aix-Marseille } R. Herbin, 17 avril 2010



1.6. EXERCICES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES
1. Montrer que

N .1
hz bip; — / f(z)¢(x)dz quandN — co
i=1 0
et que

N
Zbigai > 0 pour toutN € IN .
1=1
En déduire qu'il existex > 0, ne dépendant que (fet.q.hZf\;1 bip; > o pour toutN € IN*,
2. Soitu € RY t.q. Au = b. Montrer queN ||u|| > Zfil u; =u- Ap > 3 (aveca donneé a la question 1).

[9ull _ IF1z=gop [19%]

Soitd, € RY etd, € RN t.q. A(u + 6,) = b+ . Montrer que < .
[l 8a (o]l

3. Comparet] A71||||A|l (question 1.5) etHfHLSM (question 11.2) quandV est “grand” (ou quan&v —
«

00).
Exercice 28 (Méthode itérative du “gradient a pas fixe®) Suggestions en page 54

Soit A € My (IR) une matrice symétrique définie positive,c RY eta € IR. Pour trouver la solution de
Ax = b, on considére la méthode itérative suivante :

— Initialisation :z(® € RY,

— Iterations 2"t = 2" + (b — Az(™).

1. Pour quelles valeurs de(en fonction des valeurs propres d¢la méthode est-elle convergente ?
2. Calculeraq (en fonction des valeurs propres d¢t.q. p(Id — apA) = min{p(Id — aA), a € R}.

Exercice 29 (Une matrice cycliqgue)Suggestions en page 54, corrigé en page 71
Soita € IR et soitA € M, (IR) la matrice définie par
a -1 0 -1
-1 a —1 0

0 -1 a —1
-1 0 -1 «

A:

Cette matrice est dite cyclique : chaque ligne de la matréee ptre déduite de la précédente en décalant chaque
coefficient d’'une position.

1. Déterminer les valeurs propres de

2. Pour quelles valeurs dela matriceA est-elle symétrique définie positive ? singuliere ?

3. On suppose ici que # 0. Soith = (b1, by, b3, bs)* € IR* donné. On considére la méthode de Jacobi pour
la résolution du systéméz = b. Soit (™)), la suite de vecteurs donnés par I'algorithme. On mﬁ?é
pouri = 1,...,4 les composantes dé™ . Donner I'expression d;ez(."“),z' =1,...,4, enfonction decz(.")
et bz(."), i =1,...,4. Pour quelles valeurs dela méthode de Jacobi converge-t-elle ?

4. On suppose maintenant queest symétrique définie positive. Reprendre la questionéoiette pour la
méthode de Gauss-Seidel.

Exercice 30 (Non convergence de la méthode de Jacot8uggestions en page 55.
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Soita € IR et

A=

SIS
SIS
— Q 2

Montrer queA est symétrique définie positive si et seulement$j/2 < a < 1 et que la méthode de Jacobi
converge si et seulementsil /2 < a < 1/2.

Exercice 31 (Jacobi pour les matrices a diagonale dominantgdricte) Suggestions en page 55, corrigé en page
73

Soit A = (aj)i,j=1,...~ € Mny(IR) une matrice a diagonale dominante stricte (c'est-a{dirgl > >_, , a; ;|
pour tout: = 1,..., N). Montrer queA est inversible et que la méthode de Jacobi (pour calculeslldien de
Az = b) converge.

Exercice 32 (Jacobi pour pour un probleme de diffusion )

Soit f € C([0, 1]); on considére le systeme linéaide: = b issu de la discrétisation par différences finies de pas
uniforme égal & = - du probléme suivant :

N+1
—u"(x) + au(z) =
{ w(0) = 0,u(1) = 1, (1.6.56)
ola > 0.
1. Donner I'expression dd etb.
2. Montrer que la méthode de Jacobi appliquée a la résoldé@e systeme converge (distinguer lesccas 0
eta = 0).
Exercice 33 (Jacobi et diagonale dominance fortelCorrigé en page 74

On considére une matricé € My (IR) inversible.

1. Montrer que s est symétrique définie positive alors tous ses coefficidatptiaux sont strictement posi-
tifs. En déduire que la méthode de Jacobi est bien définie.

2. On suppose maintenant que la matrice diagonale extrite dotéeD, est inversible. On suppose de plus

que
Vi=1,...,N, |am-| > Z |ai,j| etdip; |ai07i0| > Z |ai,j|.
J#i J#io
(On dit que la matrice est a diagonale fortement domina8t)./ la matrice d’itération de la méthode de
Jacobi.

(a) Montrer quep(J) < 1.

(b) Montrer que sz = Az avec|\| = 1, alorsz; = ||z||, Vi = 1,..., N. En déduire que: = 0 et que la
méthode de Jacobi converge.

(c) Retrouver ainsi le résultat de la question 2 de I'exerGi2.
Exercice 34 (Diagonalisation dandR )
Soit E un espace vectoriel réel de dimensi®he IN muni d’un produit scalaire, notg, -). SoientT" et .S deux

applications linéaires symétriques BedansE (T symétrique signifi€Tx, y) = (x, Ty) pour touse, y € E). On
suppose qué’ est “définie positive" (c’est-a-dirg’x, ) > 0 pour toutr € E'\ {0}).
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1. Montrer quel” estinversible. Pout, y € E, on pos€x,y)r = (Tx,y). Montrer que I'applicatiofz, y) —
(z,y)r définit un nouveau produit scalaire skir

2. Montrer quel’'~1 S est symétrique pour le produit scalaire défini & la questiéodrente. En déduire, avec
le lemme 1.11 page 8, qu'il existe une baseljenotée{ f1,..., fn}, etil existe{\;,...,An} C R t.q.
T-1Sf; =\ fipourtouti € {1,..., N} ettq.(Tf;/f;) = d;; pourtouti, j € {1,..., N}

Exercice 35 (Méthode de Jacobi et relaxation) Suggestions en page 55, corrigé en page 75

Soit N > 1. SoitA = (a;,5)i,j=1,.... v € Mn(IR) une matrice symétrique. On naiela partie diagonale dd,
—F la partie triangulaire inférieure dé et — F' la partie triangulaire supérieure dg c’est-a-dire :

D = (d;j)ij=1,..~, dij =0Sii#j, dij = ai,,

E = (€iy)ij=1,..N, €ij =081 < j, eij = —a;Sii>j,
F = (fij)ij=1,..n, fij=08ii>j, fij=—a;;sii<j.
Noter queA = D — E — F. Soitb € IR™Y. On cherche & calculer € R" t.q. Az = b. On suppose qu® est

définie positive (noter qud n’est pas forcément inversible). On s'intéresse ici a lahoéé de Jacobi (par points),
c’est—a—dire a la méthode itérative suivante :

Initialisation. z(® ¢ RY
Itérations. Pourn € IN, Dz(**tY) = (E 4 F)z(™ +b.

Onpose/ = D™YE + F).

1. Montrer, en donnant un exemple avéc= 2, queJ peut ne pas étre symetrique.

2. Montrer que/ est diagonalisable daii et, plus précisement, qu'il existe une basdRi&, notée{f1, .. .,
fn}, etilexiste{p,...,un} C R t.q.Jf; = p;f; pour touti € {1,...,N} ett.q.Df; - f; = d;; pour
touti, j € {1,...,N}.

En ordonnant les valeurs propres.deon a dongi; < ... < un, ON conserve cette notation dans la suite.

3. Montrer que la trace dé est nulle et en déduire qua < 0 etuy > 0.

On suppose maintenant qdest 2D — A sont symétriques définies positives et on pese A~'b.

4. Montrer que la méthode de Jacobi (par points) convergst@-dire:(™) — x quandn — o). [Utiliser un
théoreme du cours.]

On se propose maintenant d’améliorer la convergence detlaoahe par une technique de relaxation. Soit
w > 0, on considére la méthode suivante :

Initialisation. z(® ¢ RY
Itérations. Pourn € IN, Dzt = (F + F)z™ 4 b, 2"+ = 0w+ 4 (1 — w)z(™),

5. Calculer les matriced/,, (inversible) etN,, telles queM,, ="tV = N,z + b pour toutn € IN, en
fonction dew, D et A. On note, dans la suité, = (M,,) "' N,,.

6. On suppose dans cette question (Rev)D — A est symétrique définie positive. Montrer que la méthode
converge (c’est-a-dire qué™ — z quandn — co.)

7. Montrer qug2/w)D — A est symétrique définie positive si et seulement si 2/(1 — p1).

8. Calculer les valeurs propres dg en fonction de celles dé. En déduire, en fonction des;, la valeur
“optimale" dew, c’est-a-dire la valeur de minimisant le rayon spectral dg,.

Exercice 36 (Jacobi et Gauss-Seidel pour une matrice tridgonale)
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,,,,, ~ € Mxy(IR) une matrice carrée d'ordi¥ tridiagonale, c’est-a-dire telle qug ; = 0 si
li — j| > 1, et telle que la matrice diagonale = diag(a; ;)i=1,... v SOit inversible. On notel = D — E — F ou
—F (resp.—F) est la partie triangulaire inférieure (resp. supériede2], et on note/ etG les matrices d'itération
des méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel associées a laamatric

1.a. Poup € @, \ # 0 etz € €V, on note

k—1 N-1 t
:C;,L:(xhuan"'a/L L, b .TN)

Montrer que si\ est valeur propre dé associée au vecteur proprealorsz,, vérifie (uE + ﬁF)l’u = ADz,. En
déduire que sh # 0 est valeur propre dé alors\? est valeur propre dé.

1.b Montrer que sh? est valeur propre non nulle d&, alors\ est valeur propre dé .

2. Montrer quen(G) = p(J)2. En déduire que lorsqu’elle converge, la méthode de Gaeistel$our la résolution
du systemedx = b converge plus rapidement que la méthode de Jacobi.

3. Soit£,, la matrice d'itération de la méthode SOR associéé. Montrer que est valeur propre de si et
seulement si,, est valeur propre dé,, oliv,, = u2 etpu, vérifie u2 — Awp, +w —1 = 0.

En déduire que

p(Ly) = max {lpol; 4% = Aope, +w —1=0}.
A valeur propre de

Exercice 37 (Méthode de Jacobi pour des matrices particuli@s) Suggestions en page 55, corrigé en page 77

On noteM y (IR) I'ensemble des matrices carrées d’ordfea coefficients réels, etd la matrice identité dans

My (R). SoitA = [a; )i j=1,...,.n € My (IR). On suppose que :
ai;j < 0,Yi,j=1,...,N,i#j, (1.6.57)
Q5 > 0, Vi = 1, ceey N. (1658)
N
dai; = 0,Yj=1,...,N. (1.6.59)
i=1

SoitA € RY.
1. Pourz € RY, on définit

N
llla =" ailwil.
=1

Montrer que|| - || 4 est une norme suR” .
2. Montrer que la matricald + A est inversible.
3. On considére le systeme linéaire suivant :

(Md+ A)yu=b (1.6.60)

Montrer que la méthode de Jacobi pour la recherche de ld@olig ce systéme définit une suité®) ) e x C
RY.
4. Montrer que la suitéu®)) .y vérifie :

1
(k+1) _ (R, < (2 Ny, (), (0)
a0 = )4 < () u® = w®,
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5. Montrer que la suit¢u*)),c est de Cauchy, et en déduire qu’elle converge vers la saldtiosystéme
(1.6.60).

Exercice 38 (Une méthode itérative particuliére)

Soientay, . . ., a,, des réels strictement positifs, #tla matricen x n de coefficients:; ; définis par :
;i =2+ o
Qi+l = Qji—1 = —1

a;; = 0 pour tous les autres cas.

Pour > 0 on considére la méthode itérativgz*+1) = Nz(*) + havecA = M — N et N = diag(3 — o)
(c.a.ds — «; pour les coefficients diagonaux, et 0 pour tous les autres).

1. SoitA € C une valeur propre de la matridd —' N ; montrer qu'il existe un vecteur € C" non nul tel que
Nz-T = \Mz-T (oUT désigne le conjugué dg. En déduire que toutes les valeurs propres de la matficéN
sont réelles.

|8 — o

B
3. Déduire de la question 1. quesi> %, ol@ = max;—1,, a;, alorsp(M~1N) < 1, et donc que la méthode
itérative converge.

2. Montrer que le rayon spectralM ! N) de la matrice vérifie p(M ~'N) < max;—1

|8 — ail

4. Trouver le parametr@ minimisantmax;—1

(On pourra d’abord montrer que pour toéit> 0, |3 — ;| < max(3 — o, @ — ) pour touti = 1,...,n, avec
@ =min,— . ,q; eta = max;—1 ., o; et en déduire qumax;—1 , |f — o;| = max(6 —a, & — 7)) .

Exercice 39 (Une matrice3 x 3) Suggestions en page 55, corrigé en page 79

Soit A € M3(IR) définie parA = Id — E — F avec

E=— etF = —

3

O = O
S O N
S O O
_ o O
_ o O
o OO

1. Montrer queA est inversible.
2. Soitd < w < 2. Montrer que pouf Id — E) est inversible si et seulementsiz /2/2.

Pour0 < w < 2,w # /2/2, on considére la méthode itérative (pour trouver la solutie Az = b)
suivante :

1 1-
(=Id — BE)a™ = (F + —2Id)a"™ +b.
w w

Il s'agit donc de la “méthode I" du cours avét= L., = (11d — E) ' (F + 1=21d).
3. Calculer, en fonction de, les valeurs propres d&, et son rayon spectral.

4. Pour quelles valeurs dela méthode est-elle convergente ? Déterminee]0, 2[t.q. p(Ly, ) = min{p(L,),
w €]0,2[, w # V2/2}.

Exercice 40 (Méthode des directions alternées)
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Soit N e N etN > 1, SoitA € My (IR) une matrice carrée d’ordf€ symétrique inversible étc RY.
On cherche a calculer ¢ R”, solution du systéme linéaire suivant :

Au = b, (1.6.61)

On suppose connues des matricéetY € My (IR), symétriques. Soitv € IR”, choisi tel queX + ald et
Y + ald soient définies positives (alil désigne la matrice identité d'ordré) et X + Y + ald = A.

Soitu(® € IR™, on propose, pour résoudre (1.6.61), la méthode itérativaste :

(X + ald)u*+1/2) = —yu®) 4 p,
{ (Y + ald)u*+tD) = — Xuk+1/2) 4, (1.6.62)

1. Montrer que la méthode itérative (1.6.62) définit bien suiee(u*)), v et que cette suite converge vers la
solutionu de (1.1.1) si et seulement si

p((Y +ald) ' X(X +ald)”'Y) < 1.

(On rappelle que pour toute matrice carrée d’olirep(M ) désigne le rayon spectral de la matride)
2. Montrer que si les matricesX + $1d) et (Y + $Id) sont définies positives alors la méthode (1.6.62)
converge. On pourra pour cela (mais ce n’est pas obligairere la démarche suivante :
(a) Montrer que
p((Y +ald) ' X(X +ald)”'Y) = p(X(X + ald) 'Y (Y +ald)™).

(On pourra utiliser I'exercice 6 page 37).
(b) Montrer que

p(X(X +ald) 'Y (Y +ald)™") < p(X(X +ald) " )p(Y(Y +ald)™).

(c) Montrer quep(X (X + ald)~!) < 1 si et seulement si la matri¢el + £1d) est définie positive.
(d) Conclure.
3. Soitf € C([0,1] x [0,1]) et soitA la matrice carrée d’ordr& = M x M obtenue par discrétisation de

léquation—Aw = f sur le carrd0, 1] x [0, 1] avec conditions aux limites de Dirichlet homogénes: 0
surdf2, par différences finies avec un pas uniforine ﬁ etb le second membre associé.

(@) Donner I'expression da etb.

(b) Proposer des choix dg€, Y eta pour lesquelles la méthode itérative (1.6.62) convergs darcas et
qui justifient I'appellation “méthode des directions attées" qui lui est donnée.

Exercice 41 (Méthode de la puissancepuggestions en page 56, corrigé en page 80

1. SoitA € My (IR) une matrice symétrique. Soity € IR valeur propre ded t.q. |Ax| = p(A4) et soit
z(® e RY. On suppose que Ay n'est pas une valeur propre deet quez(®) n’est pas orthogonal a
Ker(A — Ay Id). On définit la suitdz(™)),,cn parz(»+1) = Az(™ pourn € IN. Montrer que

(a) % — x, quandn — oo, avecr # 0 et Az = A\yz.

(D)
(b) W — p(A) quandn — oo.

Cette méthode de calcul s’appelle “méthode de la puissance"
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2. SoitA € My (IR) une matrice inversible étc IR" . Pour calculer: t.q. Az = b, on considére la méthode
itérative appelée “méthode 1" en cours, et on suppBsgymétrique. Montrer que, sauf cas particuliers a
préciser,

(n+1) _ . . . .
(a) " D] _, p(B) quandn — oo (ceci donne une estimation de la vitesse de convergence).

[0 —2]|

(n+1) _.(n) . . s .
(b) Hiwi#fw — p(B) quandn — oo (ceci permet d’estimes(B) au cours des itérations).

Exercice 42 (Méthode de la puissance inverse)Suggestions en page 56.

Soient4 € My (IR) une matrice symétrique &, ..., A, (p < N) les valeurs propres dé. Soiti € {1,...,p},
on cherche a calculey;. Soitz(®) € IR™. On suppose quel®) n’est pas orthogonalBer(A — \;Id). On suppose
également connaitre € IR t.q.0 < |z — \;| < [¢ — );| pour toutj # i. On définit la suite(z(™),c par
(A — pId)z(™+1) = (") pourn € IN. Montrer que

1. 2™ (\; — )™ — z, quandn — oo, avecr # 0 et Az = \;z.

(n+1)
o ety
Bl

— “LEM quandn — oo.
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1.7 Suggestions

Exercice 1 page 36 (Matrices symétriques définies positives

3. Utiliser la diagonalisation sur les opérateurs linéa@igsociés.

Exercice 3 page 36 (Normes induites particulieres)

1. Pour montrer I'égalité, prendretel quez; = sign(as,,;) OUig esttelque_,_,  ylai, ;1 = > i n laigl,
Vi=1,...,N, etsign(s) désigne le signe de

.....

.....

3. Utiliser le fait queA® A est une matrice symétrique positive pour montrer I'inégabt pour I'égalité, prendre
pourz le vecteur propre associé a la plus grande valeur propre de

Exercice 5 page 37 (Rayon spectral)

1. Pour le sens direct, utiliser la proposition 1.6 page 6alus

2.Onrappelle quBm supy,_, | o, 4y = Mg, 4 o0 SUP, > 1, Up, €HMInfy | o up = limy_, 4 oo inf, >4 uy. Utiliser
la question 1.

3. Utiliser le fait quélim inf_, ; - ux €st une valeur d’adhérence de la suiig) < (donc qu'il existe une suite
extraite(uy, Jnen telle queuuy, — liminfy_, 1o ug lorsquek — +oo.
4. Raisonner aveé A ol € IR est tel quep(A4) < « et utiliser la question 2 pour déduire que

limsup || 4| % < p(A).
k— 400

Raisonner ensuite av%‘A ou 3 € R, esttel qudiminf,_. 4. ||A¥||* < 3 et utiliser la question 3.
Exercice 9 page 37 (Série de Neumann)
1. Montrer que sp(A4) < 1, alors 0 n'est pas valeur propre éé+ A etId — A.

2. Utiliser le résultat de la question 1 de I'exercice 5.

Exercice 15 page 39

2. Soitg le nombre de sur- ou sous-diagonales2q + 1). Compter le nombre, d’opérations nécessaires pour
le calcul des colonnes 1@et N — g + 1 a N, puis le nombrel,, d’opérations nécessaires pour le calcul des
colonnesy = g+ 1 N — ¢. En déduire I'estimation sur le nombre d’opérations némess pour le calcul de toutes
les colonnesZ,(N), par :

N—q
cq < Zp(N)2cq + Z Cn.-
n=q+1
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Exercice 17 page 40 (Propriétés générales du conditionnent®

Partie Il
1. On rappelle que sit a comme valeurs propres, . .., Ay, alorsA~! a comme valeurs propres *, .. ., )\X,l
et A* a comme valeurs propres, ..., Ay.

2. Utiliser le fait queA A* est diagonalisable.

5.Soien) < A1 < Ag... < Ayet0<puy < pus...<pupylesvaleurs propres déet B (quisonts.d.p.). Montrer
d’abord que :

AN+ o
dy(A+ B) < ————.
conda )< A1+ 1
Montrer ensuite que
b b
010 < max(%,2), ¥(a, b, e, d) € (R%)™

c+d c d
et conclure

Exercice 25 page 44 (Valeurs propres et vecteurs propres dé)

Chercher les vecteurs proprésc IRY de A sous la formeb; = ¢(z;), j = 1,..., N ol est introduite dans
les indications de I'énoncé. Montrer que les valeurs prepssociées a ces vecteurs propres sont de la forme :

2 k
Ak 1fcosk7rh):ﬁ(1fcosNil).

2
:ﬁ(

Exercice 27 page 45 (Conditionnement efficace)
Partie 1
1. Pour montrer qué est inversible, utiliser le théoreme du rang.

2. Utiliser le fait quep est un polynédme de degré 2.

1 . . . N .
3. Pour montrer qupA~!|| = 3 remarquer que le maximum geest atteint er: = .5, qui correspond & un point
de discrétisation cal est impair.

Partie 2 Conditionnement efficace
1. Utiliser la convergence uniforme. 2. Utiliser le fait qde = (1...1)%.

Exercice 28 page 46(Méthode itérative du “gradient a pas fixe)

1. Calculer le rayon spectra( B) de la matrice d'itératiol? = Id — aA. Calculer les valeurs de pour lesquelles
p(B) < 1 eten déduire que la méthode itérative du gradient & pas fineeege s < « < ﬁ.

2. Remarquer qug(Id — aA) = max(|1 — aA1|,|1 — aAny — 1|, 00\, ..., Ay sont les valeurs propres dé
ordonnées dans le sens croissant. En tracant les graphealdess prises pal — a\| et|l — aAy — 1| en
fonction dec, en déduire que le min est atteint pour y—2—.
Exercice 29 page 46 (Une matrice cyclique)

1. On peut trouver les trois valeurs propres (dont une dgshles calcul en remarquant que pous= 0ily a 2
fois 2 lignes identiques, que la somme des colonnes est teuremnstant et par le calcul de la trace.
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2. Une matriceA est symétrique définie positive si et seulement si elle egjahialisable et toutes ses valeurs
propres sont strictement positives.

3. Appliquer le cours.

Exercice 30 page 46 (Non convergence de la méthode de Jacobi)

Considerer d’abord le cas= 0.

Sia # 0, pour chercher les valeurs depour lesquellesA est symétrique définie positive, calculer les valeurs
propres ded en cherchant les racines du polyndme caractéristiquedaire la variable. telle queay = 1 — A.
Pour chercher les valeurs depour lesquelles la méthode de Jacobi converge, calculemlesrs propres de la
matrice d’itération/ définie en cours.

Exercice 31 page 47 (Jacobi et diagonale dominante stricje.

Pour montrer quel est inversible, montrer quéz = 0 si et seulement si = 0. Pour montrer que la méthode de
Jacobi converge, montrer que toutes les valeurs propresmatriceA sont strictement inférieures a 1 en valeur
absolue.

Exercice 35 page 48 (Méthode de Jacobi et relaxation.)

1. Prendre poud une matrice (2,2) symétrique dont les éléments diagonawbdiberents I'un de I'autre.

2. Appliguer I'exercice 34 page 47 en prenant p@utapplication linéaire dont la matrice est et poursS I'appli-
cation linéaire dont la matrice e&t+ F'.

4. Remarquer que(J) = max(—pu1, pn ), € montrer que :

sip; < —1, alors2D — A n’est pas définie positive,

siun > 1, alorsA n'est pas définie positive.

6. Reprendre le méme raisonnement qu’a la question 2 a 4 evecdtrices\/,, et N, au lieu deD et E + F.

7. Chercher une condition qui donne que toutes les valeopes sont strictement positives en utilisant la base
de vecteurs propres ad hoc. (Utiliser la bas@®d&, notée{f1, ..., fx}, trouvée a la questioh)

8. Remarquer que lek de la question 2 sont aussi vecteurs propresdet en déduire que les valeurs propné‘é)
deJ, sontde la formet(w) = w(u; —1—1/w). Pour trouver le parameétre optimal, tracer les graphes des fonc-

tions delR , dansIR définies pat — |1\“)| etw — |1\ |, eten conclure que le minimum deax(|{* |, |1'&))

est atteint pouw = P

Exercice 37 page 49 (Méthode de Jacobi et relaxation.)

2. Utiliser I'exercice 31 page 47

Exercice 39 page 50 (Convergence de SOR.)

1. Calculer le déterminant dé.

2. Calculer le déterminant dev — E.

3. Remarquer que les valeurs propreﬁ:geannulentiet(“T“IdJrF—)\(éw—E)). Aprés calcul de ce déterminant,
ontrouve; =1 —w, \y = wa A3 = — fw

Montrer que siv < v/2, p(L.,) = |A3| et quep(L,,) = |A1| siw > /2.

4. Utiliser I'expression des valeurs propres pour montuerlga méthode convergewsi>
de relaxation optimal esfy = 1.

1+f et que le paramétre
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Exercice 41 page 51 (Méthode de la puissance pour calculerrieyon spectral de A.)

1. Décomposer, sur une base de vecteurs propres orthonormég @ utiliser le fait que-\y n’est pas valeur
propre.

2. a/ Raisonner aveg™ = z(") — z ouz est la solution delz = b et appliquer la question 1.

b/ Raisonner aveg(™) = z("+1) — z(n)

Exercice 42 page 52 (Méthode de la puissance inverse)

Appliquer I'exercice précédent a la matrie= (A — puld)~?.
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1.8 Corrigés

Exercice 1 page 36 (Matrices symétriques définies positives

1. Supposons gu'il existe un élément diagomal négatif. AlorsAe; - e; < 0 ce qui contredit le fait quel est
définie positive.

2. Soitz € RY, décomposons sur la base orthonorméé;);—, n : = = Zfil x;f;» Onadonc:
N
Az-z =Y Naj. (1.8.63)
=1

Montrons d’abord que si les valeurs propres sont strictépesitives alorsd est définie positive :

Supposons qu&; > 0,Vi = 1,...,N. Alors pourVz € IRY, d’aprés (1.8.63)Az - = > 0 et la matriceA est
positive.

Supposons maintenant qde > 0,Vi = 1,..., N. Alors pourVz € IR™, toujours d’aprés (1.8.63)Ax - = =
0) = (x = 0), et et la matriced est donc bien définie.

Montrons maintenant la réciproque :
Si A est positive, alorslf; - f; > 0,Vi=1,...,Netdonc\; >0,Vi=1,...,N.
Si A est définie, alorsdaf; - af; =0) = (« =0),Vi=1,...,N etdonc\; >0,Vi=1,...,N.

3. CommeA est s.d.p., toutes ses valeurs propres sont strictemeitivpsset on peut donc définir I'application
linéaireS dans la base orthonormég);—1 v par:S(f;) = VAifi,Vi=1,...,N.OnaévidemmentoS =T,
et donc si on désigne par la matrice représentative de I'applicatiSrdans la base canonique, on a bigh= A.

Exercice 3 page 36 (Normes induites particulieres)

1. Par définition|| A||c = sup,ecr~ -1 | A7]| 0, €t

Nz llos

max | | > aial < max | | > laigllzl.

=1...N  — =1,...,

[Az]loo =
K2

Or||z|lcc = 1 donc|z,;| < 1let

.....

Posons maintenant = max;=1,. .~ |>_,_,  y |ai;| et montrons qu'il exister € RY, ||z]|l = 1, tel que
||[Az||s = a. Pours € IR, on notesign(s) le signe des, c’est-a—diraign(s) = s/|s| si s # 0 etsign(0) = 0.
Choisissons: € R™ défini parz; = sign(a;, ;) 0l i, est tel qued iy laiggl = D20 N laigl, Vi =
1,...,N.Onabien|z|. =1, et

N

[Az|0o = max_| E ai ;591 (ig,5)|-
i=1,..N
=

Or, par choixde, onay ;_, v lai,;| = mazi=1,..~ > ;—;  ylai;|- Onen déduit que pour ce choix de

..........

on a bien|| Az = maxi—1,..~ [ X2;_;  nlail-
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2. Par définition|[A[[y = sup,egr~ |z, =1 [|42(1, €t

=

[[Az||1 :_Z LY aal < Y |_Z |ai,l

i=1,.,N j=1,..N J=1,0 N =1,..N
< max | Z |ai ;| Z 51
J=1,..., i=1,...,N Jj=1,..., N

Etcomme)_,_;, ylz;[ =1, onabienqugAf: <maxj—1..~> 5  n|ai;l-

Montrons maintenant qu'il existe € R"Y, |||, = 1, tel que||Az||; = 3,_, x lai |- Il suffit de considerer
pour cela le vecteur € R” défini parz;, = 1 eta; = 0sij # jo, OUjo esttel qued,_,  ylaijo| =
N2 i_1 . laij|. On vérifie alors facilement qu'on a bigdz ||, = max;—1, . N>, n |aijl-

.....

3. Par définition de la norme 2, on a:

| Al|3 = sup Az - Az = sup AtAz - 2.
2€RY [lz]l2=1 2€RN||z2=1

CommeA® A est une matrice symétrique positive (cHrdx - * = Ax - Ax > 0), il existe une base orthonormée
(fi)i=1,....~ et des valeurs proprég,)i—1,...n, avec < p; < pp < ... < py tels quedf; = p, f; pour tout
ie{l,...,N}.Soitz = > ,_, yaifi € RY.Onadonc:

.....

A'Az -z = ( Z picvi fi) - ( Z aifi) = Z aipi < pvllf3-

i=1,...,N i=1,....N i=1,..,N

On en déduit qué A||2 < p(AtA).
Pour montrer qu’on a égalité, il suffit de considérer le vecte= fx ; on a en effef| fy|l2 = 1, et||Afn]|3 =
A*Afn - fn = pn = p(ATA).

Exercice 5 page 37 (Rayon spectral)

1. Sip(A) < 1, grace au résultat d'approximation du rayon spectral dedagsition 1.6 page 6, il existe> 0
tel quep(A4) < 1 — 2¢ etune norme induitd.|| 4 - tels quel|Alja. = p < p(A)+e=1—¢e < 1.Comme||.|| 4,
est une norme matricielle, on|l@”|| 4. < ¥ — 0 lorsquek — oo. Comme I'espacé v (IR) est de dimension
finie, toutes les normes sont équivalentes, et on a (dfid — 0 lorsquek — oo.

Montrons maintenant la réciproque : supposons 4tie- 0 lorsquek — oo, et montrons que(A4) < 1. Soient
A une valeur propre dd etz un vecteur propre associé. Alatéz = \ez, et siA¥ — 0, alorsA*z — 0, et donc
Az — 0, ce qui n’est possible que si| < 1.

2.Sip(A) < 1, d’aprés la question précédente orj|a*|| — 0 doncil existek” € IN tel que pouk > K, ||A*|| <
1. On en déduit que pour > K, || A¥||'/* < 1, etdonc en passant & la limite sup &ulim sup;,_ . | A*||* < 1.

3. Commelim inf;_. , o ||A*||'/* < 1, il existe une sous-suitg, )env C IN telle que| Ak ||V — ¢ < 1
lorsquen — +oo, et donc il existeV tel que poum > N, ||A*||*/k» < 5, avecy €]0, 1[. On en déduit que pour
n > N, ||AF| < n¥», et donc qued® — 0 lorsquen — +oo. Soient\ une valeur propre dd etz un vecteur
propre associé, on a4*»z = M~z ; on en déduit qué\| < 1, et donc quep(A) < 1.

4. Soita € R4 tel quep(A) < a. Alors p(L A) < 1, et donc par la question 2,

limsup || A*||F < a, Yo > p(A).
k—+oo
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En faisant tendrex versp(A), on obtient donc :

limsup || A¥||* < p(A). (1.8.64)
k——+oco
Soit maintenant € IR, tel quelim infy_. o || A*||* < 3. On a alordim infy_ ;o H(%A)’“H% < 1 etdonc par
la question 3p(%A) < 1,doncp(A) < g pourtouts € IR tel quelim infy_, 4o ||Ak|\% < f3. En faisant tendre
B versliminfy,_. ;. | A¥|*, on obtient donc

p(4) < limnf | AF||%. (1.8.65)

De (1.8.64) et (1.8.65), on déduit que

1

limsup || A¥||* = lim fnf | AF||F = | A% ||F = p(A). (1.8.66)

lim
k—-+oo k—+o0
5. Si||.|| est une norme matricielle, alojsi*|| < || A||* et donc d’aprés la question précédepte) < || A|.

Exercice 7 page 37 (Rayon spectral)

Il suffit de prendre comme norme la norme définie par|f = Zf;l a? oules(a;);—1, N Sontles composantes de
x dans la base des vecteurs propres associés a

Pour montrer que ceci est faux dans le caslatlest pas diagonalisable, il suffit de prendre- ( 8 (1) ) ona

alorsp(A) = 0, et commeA est non nulle}| A|| # 0.

Exercice 9 page 37 (Série de Neumann)

1. Sip(A) < 1, les valeurs propres dé sont toutes différentes de 1 etl. Donc 0 n’est pas valeur propre des
matricesld — A etld + A, qui sont donc inversibles.

2. Suppposons qu& A) < 1. Il est facile de remarquer que

N
O AM(1d— A) = 1d — AN, (1.8.67)
k=0

Sip(A) < 1, d'aprés la question 1. de I'exercice 5 page 37, offa— 0 lorsquek — 0. De plus,/d — A est
inversible. On peut donc passer a la limite dans (1.8.67) @ adongId — A)~! = z;:;) Ak

Remarquons de plus que la série de terme généraist absolument convergente pour une nofmga . donnée
par la proposition 1.6 page 6, avecchoisi tel quep(A) + ¢ < 1. Par contre, la série n'est pas absolument
convergente pour n'importe quelle norme. On pourra s'ervaioiere facilement grace au contre—exemple (en
dimension 1) suivant : la sérig, = 1 + = + --- + 2* est absolument convergente pour la nofme sur IR
pour|z| < 1, ce qui n'est évidemment plus le cas si I'on remplace la nguarda norme (pourtant équivalente)
|1l =10]-].

Réciproquement, gi(A) > 1, la série ne peut pas converger en raison du résultat de igué de I'exercice 5
page 37.
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Exercice 11 page 38 (DécompositionsL! et LDL!)

0 a 0
| 0 )

Par identification, on obtient = 2, 5 = —1 ety = 1.

1.0nposeL:(i JetD = (

Si maintenant on essaye d’écrite= LL! avecL = ( a 0 ) on obtient? = —% ce qui est impossible daifi3.

b
En fait, on peut remarquer qu'il est normal gden’admette pas de décompositiaid.?, car elle n’est pas définie
positive. En effet, soit: = (z1,22)" € IR?, alorsAz - z = 2x1(x1 + x2), et en prenant = (1, —2)%, on a
Az -z < 0.

2.2. Reprenons en l'adaptant la démonstration du théorén®h raisonne donc par récurrence sur la dimension.
1. Dansle casv = 1,0naA = (ay,1). On peutdonc définif. = (¢1 1) oul1 1 =1, D = (a1,1),d11 # 0, et
on a biend = LDL!.

2. On suppose que, polr< p < N, la décompositiord = LDL" s’obtient pourdA € M, (IR) symétrique
définie positive ou négative, aveg; # 0 pourl < i < N et on va démontrer que la propriété est encore
vraie pourd € My (IR) symétrique définie positive ou négative. Soit dehe My 41 (IR) symétrique
définie positive ou négative ; on peut écritesous la forme :

(1.8.68)

ou B € My(IR) est symétrique définie positive ou négative (calcdler = avecr = (y,0)*, avecy € R™
pour le vérifier)a € R™ eta € R.
Par hypothése de récurrence, il existe une mafrice My (IR) M = (m; ;);;—, etune matrice diagonale

D = diag(d1.1,da.2, . . .,dn ) dont les coefficients sont tous non nuls, telles que :
(@ m;;=0sij>1
(b) mi;=1

(c) B=MDM:".
On va chercheL et D sous la forme :
M 0
(1.8.69)

avech € RY, X € R tels queL DL = A. Pour déterminel et \, calculonsL DL* avecL et D de la forme
(1.8.69) et identifions aved :

o G T
e DL T Lo Tl Lo [ s

On cherché € RY et € IR tels queLDL' = A, et on veut donc que les égalités suivantes soient
vérifiées :

Mt ‘ b" [MDM‘E ‘ MDb"

MDb=aeth'Db+ \ = a.
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La matriceM est inversible (en effet, le déterminant 8le s’écritdet(M) = Hf;l 1 = 1). Par hypothese

de récurrence, la matride est aussi inversible. La premiére égalité ci-dessus dohne D=1 A/ ~1a. On
calcule alors\ = o — b* M ~'a. Remarquons qu’'on a forcémekt£ 0, car si\ = 0,

[MDMt ‘ MDb'l

A=LDL'=

{thMt ‘ thbJ

qui n’est pas inversible. En effet, si on cherghey) € RY x IR solution de

[MDMt MDb
{thMt thb

on se rend compte facilement que tous les couples de la formé=tby, y)!, y € IR, sont solutions. Le
noyau de la matrice n’est donc pas rédujda et la matrice n’est donc pas mversible. On a ainsi montré que
dnt1,N+1 # 0 ce quitermine la récurrence.

3. On reprend I'algorithme de décompositibi’ :

Soit A € My (IR) symétrique définie positive ou négative ; on vient de mordeeil existe une matricd. €
My (IR) triangulaire inférieure telle qug ; = 0sij > i, ¢;; = 1, et une matriceD € My (IR) diagonale
inversible, telles que el = LDL?. On adonc:

N
aij =Y ligdrrlic, V(i,§)€{l,...,N}>. (1.8.70)

1. Calculons la 1ére colonne de pourj = 1,0na:

a1 = dyi,; doncdy 1 = a1,

@21
ag,1 = Uy 1dy,; doncly g = —=,
di1

a1
ai1 =101 d0anz‘,1 = 7
1,1

LN}

2. On suppose avoir calculé lepremiéres colonnes de On calcule la colonné:+ 1) en prenanj = n+ 1
dans (1.3.13)

. 2
Pouri =n + 1, Ap+41,n+1 = Z€n+1,kdk,k + dn+1,n+1 dOﬂC
k=1

n

dpt1n+1 = Gntln+l — Z@%H,kdk,k- (1.8.71)
=1

On procéde de la méme maniere powtrn+2,...,N;ona:

n+1
Ain+1 = E Ez kdk ken-ﬁ—l k= § ez kdk kfn-l-l k+ Ez n+1dn+1 n+1£n+1 n+1
k=1 k=1

et donc, comme on a montré dans la question 2 que les coeffidign sont tous non nuls, on peut écrire :

" 1
bins1 = <ai,n+1 - ];fi,kdk,kﬁnﬂ,k) m (1.8.72)
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Exercice 13 page 38 (Sur la méthodé L?)

Calculons le nombre d’opérations élémentaires nécesgaing chacune des méthodes :

1. Le calcul de chaque coefficient nécesstenultiplications etV — 1 additions, et la matrice comporfé?
coefficients. Comme la matrice est symétrique, séd(sV + 1)/2 coefficients doivent étre calculés. Le

calcul deA? nécessite nécessite dof—VINTD gpérations élémentaires.

Le nombre d’opérations élémentaires pour effectuer lam@ositionL L de A2 nécessite’\g—3 + NTZ + %
(cours).

La résolution du systémd?z = b nécessit@ N2 opérations V2 pour la descentgy? pour la remontée,
VOIir cours).

Le nombre total d’opérations pour le calcul de la solutiorsgstémed?z = b par la premiére méthode est
donc GN-UNWHL | NP 4 sN® L N _ 4N? 4 ((N2) opérations.

2. La décompositioi, L de A nécessite(\g—3 + &, etlarésolution des systemsd'y =betLL'z =y
nécessitel N2 opérations. Le nombre total d’opérations pour le calculadsdlution du systémd?z = b
par la deuxiéme méthode est do%Bé + % + &= NTS + O(N?) opérations.

Pour les valeurs d& assez grandes, il est donc avantageux de choisir la deuxithode.

Exercice 15 page 39 (DécompositiohL! d’'une matrice bande)

On utilise le résultat de conservation du profil de la matéoencé dans le cours. Commeest symétrique,
le nombrep de diagonales de la matricé est forcément impair si ; notonsqg = p2;1 le nombre de sous- et
sur-diagonales non nulles de la matri¢galors la matricd. aura égalementsous-diagonales non nulles.

1. Cas d'une matrice tridiagonal&i on reprend l'algorithme de construction de la matriceu en cours, on
remarque que pour le calcul de la colonneé 1, avecl < n < N — 1, on a le nombre d’opérations suivant :

n
1/2 .
— Calcul de€n+1,n+1 = (an+1,n+1 - Zﬂn-ﬁ-l,ken-ﬁ—l,k) / >0:
k=1
une multiplication, une soustraction, une extraction @@ soit 3 opérations élémentaires.

n
1
— Calcul de€n+2,n+l = | n42n+1 — Z€n+2,k€n+l,k T
1 En-ﬁ-l,n-ﬁ—l

une division seulement cdf, ;2 = 0.
On en déduit que le nombre d’opérations élémentaires paaldel de la colonne + 1, avecl < n < N — 1,
estde 4.
Or le nombre d’opérations pour la premiére et derniére cwdarest inférieur & 4 (2 opérations pour la premiére
colonne, une seule pour la derniére). Le nombBreN ) d’opérations élémentaires pour la décomposifidi de
A peut donc étre estimé pad(N — 2) < Z;(N) < 4N, ce qui donne que&; (N) est de 'ordre de.V (le calcul
exact du nombre d’opérations, inutile ici car on demandeastienation, est N — 3.)

2. Cas d’'une matrice adiagonales.

On cherche une estimation du nombre d’opérati@p&V) pour une matrice @ diagonales non nulles (op
sous-diagonales non nulles) en fonctionNde

On remarque que le nombre d’opérations nécessaires au dalcu

n

En-ﬁ-l,n-ﬁ—l - (an+1,n+1 - Z€n+1,k€n+1,k)1/2 > 0; (1873)
k=1

Analyse numérique |, Télé-enseignement, L3 62 Université Aix-Marseille } R. Herbin, 17 avril 2010



1.8. CORRIGES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

- 1
etli i1 = <am+1 - Zeiﬂkenﬂy,g) — (1.8.74)

3
b1 n+1,n+1

est toujours inférieur &g + 1, car la sommé_;'_, fait intervenir au plug termes non nuls.

De plus, pour chaque colonnet1, il y a au plusg+ 1 coefficients/; ,,.1 non nuls, donc au plug+ 1 coefficients
a calculer. Donc le nombre d’opérations pour chaque colpenéétre majoré paq + 1)(g + 1).

On peut donc majorer le nombre d’opératieppour lesg premiéres colonnes et leslerniéres pakq(2¢+1)(¢+
1), qui est indépendant d¥ (on rappelle gu’on cherche une estimation en fonctiovdet donc le nombre,
estO(1) par rapport av.)

Calculons maintenant le nombre d’opératiansécessaires une colonne=g+1aN — g — 1. Dans (1.8.73) et
(1.8.74), les termes non nuls de la somme sont podri — q, ..., n, etdonc on dn — i + ¢ + 1) multiplications
et additions, une division ou extraction de racine. On a donc

n+q+1
o= Y (2n—itq+1)+1)
i=n—+1
q+1
=> (2-j+q+1)+1)
j=1
q+1
=(q+1)(2g+3) -2 j
j=1
=(¢g+1)>

Le nombrez; d’opérations nécessaires pour les colonnesq +1aN — ¢ — 1 est donc
z = (q+1)*(N — 29).

Un encadrement du nombre d’opérations nécessaires poécdagposition.. ! d’une matrice & diagonales est
donc donnée par :

(q¢+1)*(N = 29) < Zp(N) < (¢4 1)*(N = 2q) + 2q(2¢ + 1)(¢ + 1), (1.8.75)

et que, & constantZ,(N) = O((¢ + 1)2N)). Remarquons qu’on retrouve bien I'estimation obtenue gosirl.

3. Dans le cas de la discrétisation de I'équatiart’ = f traitée dans le cours page 18, op & 1 et la méthode de
Choleski nécessite de I'ordre d&V opérations €lémentaires, alors que dans le cas de la @sti@n de I'équation
—Au = f traitée dans le cours page 25-26, op & /N et la méthode de Choleski nécessite de I'ordreé\de

opérations élémentaires (dans les deux/¢asst le nombre d’inconnues).

On peut noter que I'encadrement (1.8.75) est intéressamjuk est d’ordre inférieur &V¢, o < 1.

Exercice 17 page 40 (propriétés générales du conditionnemt®

Partie |
1. Commg|-|| estune norme induite, c’est donc une norme matricielle. @ona pour toute matricéd € My (IR),

I7dll < Al [IA7"]

ce qui prouve queond(A4) > 1.
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2.Par définition,

cond(aA) [ All [[(cd)~!

o
= o] HAHEHA Y| = cond(A)

3. Soient4 et B des matrices inversibles, aladd3 est une matrice inversible et

cond(AB) IAB]| [(AB)~ | = [ AB|| B~ A7Y|

LA BI 1B~ AT,

IN

car|| - || est une norme matricielle. Dorond(AB) < cond(A)cond(B).

Partie Il
1. Par définition, on @aondy(A) = ||A||2||A~||2. Or on a vu & I'exercice 3 queA|ly = (p(AtA)Y? = /oN.

On adonc )
JA™Y |2 = (p((A™)P A2 = (p(AA) ™)) 5 orp((A4h) ™) = =,

g1

ou &1 est la plus petite valeur propre de la matritd?. Or les valeurs propres déA! sont les valeurs propres
de At A : en effet, si)\ est valeur propre del A? associée au vecteur proprealors \ est valeur propre del A’

associée au vecteur prop#ézr. On a donc
ON
condy(A) = | —.
ag

2.SiAests.d.p.,alord’A = A% eto; = A\? ou\; est valeur propre de la matrice On a dans ce casnds(A) =
AN

YR

3. Siconds(A) = 1, alors /2% = 1 et donc toutes les valeurs propres died sont égales. Comma‘ A est

symétrique définie positive (cat est inversible), il existe une base orthonorniée. .. fn) telle queA*Af; =
1

ofi, Vieto >0 (carA’Aests.d.p.). Onadond’A = oId A* = a?A~! aveca = /o. En posant) = — A4,

(6%
1
onadona)! = —A' =aAd ' =Q L.
«
Réciproquement, sl = a(Q, alorsA*A = o?Id, o =1, et doncconds(A4) = 1.

4. A € My (IR) est une matrice inversible. On suppose que- QR ou Q) est une matrice orthogonale. On a
donc:
conda(A) = [|All2 [A7Y|2 = |QRIl2 [|R7'Q" 2.

On a aussiondy(A) = 1/U—N olo; < ... < on sontles valeurs propres déA. Or A'A = (QR)Y(QR) =
g1

R'Q7'QR = R'R. Donccondy(A) = conds(R).

5.S0ient) < A\ < Ag... < Ay et0< puy < po... < puy lesvaleurs propres dé et B (qui sont s.d.p.). Alors

conds(A+ B) = V—N, ou0 < v <...<wy sontles valeurs propres de+ B.
vy

a) On va d’abord montrer que

AN+ pN
do(A+B) < ————.
conds )< A1+ pa
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Remarquons en premier lieu quessest s.d.p., alors

su _JAx -
condy(A) = lali=1 27 7

1nf||$||2:1 Ax - L

En effet, sid est s.d.p., alorssup Az -z = Ay ; il suffit pour s’en rendre compte de décompassur la
zll2=1

N N
base(fi)izl___N. Soitz = Zaifi. Alors: Ax -z = Z Oé?)\i < )\1\[20&12 = AN E'[AfN . fN = AN

i=1 =1
De mémeAz -z > \Xa? = A\ etAx -2 = \; siz = f1.Donc inf Ax-x = ).

[[=]=1
L . SUD|| 3| =1 Ax - x

On en déduit que sil est s.d.p.gonds(4) = —————
lnfutzl Az - x
SupHIH:l(A —+ B)IL' -

lanszl(A + B):L' -

Doncconds (A + B) =

Or sup (Az-z+ Bx-x) < sup Ax-x+ sup Br-x= Ay +pun
[[=]=1 [=]=1 [[=]=1

et inf (Az-z+Bx-x)> inf Ax-x+ inf Br-z=XM+m
llll=1 llll=1 llzll=1
donc \
< AN + un

conda(A+ B) < N

b) On va montrer que
a-+b

c+d

< max(%, %), (@b, c,d) € (R3)*

b . .
Supposons qu% > 4 alors(a + b)c > (¢ + d)a c’est—a—diréc > da doncbe + bd > da + db soit
C C

blc+d)>d(a+1b); donc% < . 0On en déduit queonds (A + B) < max(conds(A), condz(B)).

Exercice 19 page 40 (Minoration du conditionnement)

1. CommeA estinversibleA + §A = A(Id + A=15A), et donc sid + § A est singuliére, aloréd + A=15 A
est singuliére. Or on a vu en cours que toute matrice de lagdrimt- B est inversible si et seulement si
p(B) < 1. 0On en déduit qup(A~15A) > 1, et comme

p(AT10A) < [AT0A| < [IATHII0A],

on obtient

A
54]

JAY[|[I6A] > 1, soit encorerond(A) >

2. Soity € RY tel que|jy| = 1 et| A~1y|| = | A~1||. Soitz = A1y, etdA = =% on a donc

zt x

ot
(A4 6A)x = Ax — txz:yf
xtx

—yatz

=0.

ot x

La matriceA + § A est donc singuliére. De plus,

1
0Al| = —= tATE
841 = pgllyy' A7
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Or par définition der ety, on a||z||* = ||A~!||?. D’autre part, comme il s’agit ici de la norm&’, on a
[|A=t| = ||A=1]|. On en déduit que

1 1
18]l = =z lWIPIA™H = 5 -
A= A=
On a donc dans ce cas égalité dans (1.6.42).
0 O 0
3. Remarquonstout d’abord que la matticest inversible. En effetlet A = 202 > 0.SoitdA = [ 0 —a
0 —a —«
Commedet(A 4+ 6A) = 0, la matriceA + § A est singuliére, et donc
1Al
cond(A) > —. (1.8.76)
|0A]|

Or||6A] = 2a et||A|| = max(3,1 + 2a) = 3, cara €]0, 1[. Donccond(A) > 5.

2c

Exercice 21 page 41 (Calcul de I'inverse d’'une matrice et calitionnement)

1. (@) Linverse de la matricd vérifie les quatre équations suivantes :
X-At =0 X'-4 = 0,
AX —-Id = 0, XA-Id = 0.

Les quantitée, es, e3 etey sont les erreurs relatives commises sur ces quatre éqsidbicsgu’on
remplaceX par B ; en ce sens, elles mesurent la qualité de I'approximatiatde

(b) On remarque d’abord que comme la norme est matriciefiea OM P|| < | M]||||P|| pour toutes
matricesM et P de My (IR). On va se servir de cette propriété plusieurs fois par l& suit
() CommeB = A~! + E,ona

S 121 e s
A= = AT

(6) Par définition,
B~ - Al _ (AT +E)~" — 4]

€y =

| Al A
Or
(AP + By - A = (A YId+ AE))"' - A
= (Id+AE)"'A-A
= (Id+ AE)"Y(Id — (Id + AE))A
= —(Id+ AE) LAEA.
On a donc

e2 < [|(Id + AE) M|l E].

Or par hypothésd|AE| < ||A||||E|| < cond(A)e < 1; on en déduit, en utilisant le théoréeme
1.11, que:

|(Id + AE))~

1” < #
~— 1—||AE| nd(A)’
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() Par définitiones = [|[AB — Id|| = |A(A™" + E) — Id|| = | AE| < A E] < [|Alle| A =
econd(A).
(6) Enfin,eq = |BA —Id|| = |[(A™' + E)A — Id|| < |EA|| < ||E||||A|| < econd(A).

(€) (@) CommeB = A~'(Id+ E'),ona

AT+ B) - A7
B AT

e <|[Id+ E —Id|| <e.

(6) Par définition,

[(Id+E")~"*A—A]
e = e
2 Il Al

|(Id+E")"*(A—(Id+E")A)|

- ITAT
<|(Id+ E)"M||Id - (Id+ E")|| < =

care < 1 (théoreme 1.1).
(v) Par définitiones = ||AB — Id|| = |AA~'(Id + E') — Id|| = ||E'|| < e.
(6) Enfin,ey = | BA—1Id|| = |[A'(Id+ E")A—Id|| = |[A~Y(A+ E'A— A)|| < [[A7H||AE'| <
econd(A).
2. (a) On peut écrired + 64 = A(Id+ A='54). On a vu en cours (théoreme 1.11) qug4i 4] < 1,

alors la matriceld + A=164 est inversible. Ol A=154| < ||[A~Y|||04]|, et donc la matriced + 6.4
1

A=Y
(b) On peut écrirg|(A+da)"t — A7 = [[(A+04)"1Id — (A+50)A7| < ||(A+54)7 ||| 1d —
Id —6AA7Y| < ||(A+84)7Y|64ll[|A71]|. On en déduit le résultat.

estinversible sjjd4| <

Exercice 23 page 42 (IP-matrice)

1. Supposons d’abord qué est inversible et quel~! > 0; soitz € IR"™ tel queb = Az > 0. On a donc
x = A~'b, et comme tous les coefficients de’! et deb sont positifs ou nuls, on a bien> 0.
Réciproquement, si est une IP-matrice, alotdx = 0 entrainer = 0 ce qui montre quel est inversible.
Soite; le i-eme vecteur de la base canoniqudRig, on a:AA 'e; = e; > 0, et donc par la propriété de
IP-matrice,A~'e; > 0, ce qui montre que tous les coefficients4fe! sont positifs.

2. La matrice inverse dd estA~! = % _Ccl _2 > avecA = ad — be. Les coefficients del~! sont donc
positifs ou nuls si et seulement si
ad < be, ad > be,
a<0,d<0 ou a>0,d>0,
b>0,¢c>0 b<0,c<O.

Or on a forcémentd # 0 : en effet sinon on aurait dans le premier cas) 0, orb < 0 etec < 0, ce
qui aboutit a une contradiction. De méme dans le deuxiémeocasuraithc > 0, orb > 0 etc > 0. Les
conditions précédentes sont donc équivalentes aux conslilL.6.44).

3. La matriceA! est une IP-matrice si et seulemetit est inversible efA?)~* > 0. Or (4%)~! = (A71)%.
D’ou I'équivalence.

4. Supposons qud vérifie (1.6.45), et soi: ¢ IR tel queAz > 0. Soitk € 1,..., N tel quex;, =

min{z;,i =1,..., N}. Alors
N
(Ax), = gk Tk + Zakijj > 0.

j=1
Gk
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Par hypothése, ; < 0 pourk # j, etdoncay ; = —|ax, ;|. On peut donc écrire :

N
Ak Tk — Z |ak,jlz; >0,

j=1
J#k
etdonc:
(ak,k — Z |ak,j|)zrk = Z |ag,;|(z
ﬁ?ﬁ/i j;ék
Commezy, = min{x;,7 = 1,..., N}, on en déduit que le second membre de cette inégalité esif posi

nul, et donc que:;;, > 0. On a donce > 0.

5. Silamatriced vérifie (1.6.46), alors la matricé® vérifie (1.6.45). On en déduit par les questions précédentes
queA! et A sont des IP-matrices.

6. Soit1 le vecteur ddR” dont toutes les composantes sont égales & 22Si 0, comme I'espaci®R " est
de dimension finie, il existe > 0 tel queAx > €l. Soitn = eA~11 > 0; onaalorsd(z — n) > 0 et donc
x > n, car A est une IP-matrice.
Montrons maintenant que > 0 : tous les coefficients dd~! sont positifs ou nuls et au moins I'un d’entre
eux est non nul par ligne (puisque la matrite' estinversible). On en déduit que= ¢ Zf;l (A7), >0
pourtouti = 1,..., N.On adonc biem: > n > 0.

7. SoitA la matrice nulle, on a alorse € R t.q. Az > 0} = (), etdonc{z € R" t.q. Az > 0} € {x € RY
t.g.z > 0}. Pourtantd n’est pas inversible, et n’est donc pas une IP-matrice.

8. Soitx tel queAz > 0, alors il existes > 0 tel que Az + €1 > 0. Soit maintenanb = A~'1; on a
A(x + eb) > 0 etdonce + b > 0. En faisant tendre vers 0, on en déduit que> 0.

9. SoitT € L(E) définiparf € E — Tf, avecT f(z) = f(1)siz # 0etf(0) = ¢, avecl = limso f.
On vérifie facilement qué'f € E. SiTf > 0, alorsf(2) > 0 pour toutz € IR ; doncf(x) > 0 pour tout
z € IR\ {0}; on en déduit qug(0) > 0 par continuité. On a donc biefi> 0.
Soit maintenany définie delR dansIR parg(z) = |arctanz|. On ag(0) = 0, doncg # 0. OrTg(0) = %
etTg(z) = |arctan 2| > 0'siz > 0, doncT'g > 0.

Exercice 25 page 44 (Valeurs propres et vecteurs propres dé)

1. Pour montrer quel est définie positive (cad est évidemment symétrique), on va montrer gite- « > 0 Si

x # 0.
Ona
1 N-1
Az -z = 2 x1(221 — 2) + xi(—mi1 + 22 — xi41) + 22% — rN_1TN
i=2
On adonc
N-1 N
hQAx B 2,@% — X1To — Z (xixi_l + 217?) — Z$i$i—1 + 217?\; — TN—-1TN
i=2 i=3
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De plus, Az -2 =0 = 2? = 2 = 0 eta; = z;_1 pouri = 2aN, doncx = 0.

Pour chercher les valeurs propres et vecteurs proprés de s'inspire des valeurs propres et vecteurs propres du
probléme continu, c’est—a—dire des valehes fonctionsy telles que

—¢"(z) = Mp(x) = €]0,1]
{ wé) = w(l)i 0 (1.8.77)

(Notons que ce “truc” ne marche pas dans n'importe quel cas.)

L'ensemble des solutions de I'équation différentielle” = Ay est un espace vectoriel d’ordre 2, dopest
de la formep(z) = acosvAz + BsinvAz (A > 0) eta et § dont déterminés par les conditions aux limites
©(0) = a = 0ety(l) = acos VX + fsinv/A = 0; on veut3 # 0 car on cherche> # 0 et donc on obtient
A\ = k272, Les couples ), ) vérifiant (1.8.77) sont donc de la fornie? 2, sin krr).

2.Pourk =1aN, posonsl)z(.k) = sin k7, oUz; = ih, pouri = 1 &N, et calculonsA®*) :
(AD™); = —sinkm(i — 1)h 4 2sin kn(ih) — sin kn(i + 1)h.

En utilisant le fait quein(a + b) = sin a cosb + cos a sin b pour développetin k(1 — i)h etsin k(i + 1)k, on
obtient (aprés calculs) :

(AW, = \pdM i =1, N,
N 2 2 km
ou Ay h2( cos kmh) h2( cos 1)

On a donc trouvéV valeurs propres\; ... \y associées aux vecteurs propres) ... (V) de R tels que

: k
o) —gin—""_ i=1...N.
N +1
Remarque : LorsqueN — +oo (ouh — 0), 0n a

2,212
AP = 2 <11+ b 7;}‘ +0(h4)> — }26% + O(h?)

=
Donc
AP g2 =
h — 0.
by 1 — cos 2=
Calculonsconds(A). CommeA est s.d.p., on aondy(4) = =8 = — NI
A1 1 — cos NLH

Ona:h?*Ay = 2(1 — cos #5) — 4 etA; — x* lorsqueh — 0. Donch?cond;(A) — =5 lorsqueh — 0.

Exercice 27 page 45 (Conditionnement “efficace")

Partie |
1. Soitu = (ug,...,uy)". Ona
1 1 .
Au:bﬁ{ ﬁ(ui—ui_l)—l—ﬁ(ui—ui+1):bi, Vi=1,...,N,
Ug = UN+1 = 0.

Supposong; > 0,Vi=1,..., N, etsoitp € {0,..., N + 1} tel queu, = min(u;, i =0,...,N +1).
Sip=00uN + 1, alorsu; > 0Vi =0, N + 1 etdoncu > 0.
Sipe{l,...,N}, alors
1 1
ﬁ(up —up—1) + ﬁ(
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et commew, — up—1 < 0 €tu, — u,41 < 0, on aboutit a une contradiction.

Montrons maintenant qud est inversible. On vient de montrer que4i. > 0 alorsw > 0. On en déduit par
linéarité que sidu < 0 alorsu < 0, et donc que shu = 0 alorsu = 0. Ceci démontre que I'application linéaire
représentée par la matrigeest injective donc bijective (car on est en dimension finie).

2. Soity € C([0,1],R) tel quep(x) = 1/2x(1 — z) etg;, = p(x;), i = 1, N, olz; = ih.
(A¢); estle développementde Taylor a I'ordre 24z, ), et commep est un polyndme de degré 2, ce développe-
ment est exact. Doncd¢); = ¢”(z;) = 1.

3. Soienty ¢ RY etu € R tels quedu = b. On a:
(A(u £ [|bll@))i = (Au); £ [|b]|(Ad)s = b £ [|b]].
Prenons d’aboré; = b; + ||b]| > 0, alors par la question (1),
u; + ||bl|¢; >0 Vi=1...N.
Si maintenant on prenig = b, — ||b|| < 0, alors
u; — ||bl|¢s <0 Vi=1,...,N.

On a donc—||b]|¢; < ||b]| -
o 1 . 1
On en déduit quétulleo < [|bl] ¢l O [|¢llec = 5. D0l [Julles < 2]}

On peut alors écrire que pour taue RY,

1 A ] 1 .
1A < Lyl donel APl o Loy a1 <

- 16l

| =

1 -
On montre quélA~!|| = gen prenant le vectewrdéfini parb(z;) = 1,Vi = 1,...,N.On aen effetd~1b = ¢,

et commeV estimpair3i € {1,..., N} tel quez; = 1;0r [|¢[|c = 0(3) =
4. Par definition, on §A[| = sup,_—; [[Az[], et doncl|A|| = max;—1,n >_,_, y|ai;|, d'oule résultat.

5. Grace aux questions 3 et 4, on a, par définition du condiéiorent pour la norme ||, cond(A4) = || A[|||A7Y| =
CommeAsd,, = dp,0na:
- 0] Z1ys g ANl
[16ull < AT 0155 < [[A7H 6] :
o]l o]l

d’ou le résultat.
Pour obtenir I'égalité, il suffit de prendie= Aw ouu est tel que|u|| = 1 et||Aul| = || 4|, etd, tel que||dp|| = 1
et||A=15| = ||A~1||. On obtient alors

lll 1 sull
ol — et 12— 471y
ol = TAT < Tl

D’ou I'égalité.

Partie 2 Conditionnement efficace
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1. Soientp™ et f(M) |es fonctions constantes par morceaux définies par

. _ P h hi - _
:{ @(ih) = ¢; siz €lx; — 5, xi+ 5[, i=1,...,N, ot

o () Osiz €[0,%4]oux €]l — 2 1].
[0y = [ Fah)=bisiz e g, @i+ 5]
f(ih) =0siz € [0, 2] ouz €)1 — £,1].

Commef € C([0,1],R) ety € C?([0,1],IR), la fonctionf, (resp.pr,) converge uniformément vers(resp.y)
lorsqueh — 0. On a donc

hzbl% / O ()M ( dz%/ f(x)e(z)dz lorsqueh — 0.

Commeb; > 0etf;, >0Vi=1,..., N, onaévidemment
SNfzbchl>OetSNH/ f(x)p(x)dx = 5 > 0 lorsqueh — 0.
Donc il existeNy € IN tel que siN > Ny, Sy > g etdoncSy > a = min(Sy, S ... SNy, g) > 0.

N
2.0naN|lul| = N sup;_; y |ui| > SV u;. D'autre part,Ap = (1...1)" doncu - Ap = Z“i; oru-Ap =

N

Aty - = Au - o car A est symétrique. Dong- Ay = Z bip; > % d’aprés la question 1. Comnag = A~15,,
1=1
. Ou 1hN o
onadond|d,| < ||[A7Y| ||6]| ; et commeN ||u|| > %, on obtient : |” ||| ——|| bl ”ifl|)|| .OrhN =1eton
u

a donc bien:

I8ull Nl flloo N0l

lJull = 8o [|b]|

3. Le conditionnementond(A) calculé dans la partie 1 est d’ordtéh?, et donc tend vers l'infini lorsque le
pas de discrétisation tend vers 0, alors qu’on vient de reod@ns la partie 2 que la variation relatiufi@J est

inférieure a une constante multipliée par la variationtietade HHbIIH Cette derniére information est nettement plus

utile et réjouissante pour la résolution effective du systdinéaire.

Exercice 29 page 46 (Une matrice cyclique)

1. On remarque qud s’écrit sous la formel = ald + K, ou

0 -1 0 -1
-1 0 —1 0
0 -1 0 -1
-1 0 —1 0

K =

Soit A une valeur propre dd etz un vecteur propre associé. OnMda: = ax + Kx. Les valeurs propres dé
s’écrivent donc sous la forme= « + p ou p est valeur propre d&". Or K est une matrice qui comporte 2 fois 2
lignes identiques. La matrick admet donc 0 comme valeur propre double. De plus la sommeottemes dex’
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est égale au vecteur constant de composantes -2,-é®est valeur propre d& (pour le vecteur propre constant
de composantes égales a 1). Enfin, la derniére valeur pregieast 2 car la somme des valeurs propres est égale
alatrace. On en déduit que les valeurs propred denta + 2, o — 2 eta.

2. La matriceA est sdp si et seulement si toutes ses valeurs propres Sotgragnt positives, i.e. i > 2. Elle

est singuliére dés qu’une de ses valeurs propres est ndlld, poury = —2, 0 et2.

3. La méthode de Jacobi s’écrit :

n 1 n n
xg +1) E(blﬂ”g )Jrzi )),
n 1 n n
xé R a(b2+z§ )Jrzrg )),
n 1 n n
xé +1) E(b3+$§ )Jrzi )),
n 1 n n
A = L 4 o),

La matrice d'itération est
01 0 1
1 1 0 1 0
B=2101 01
1 01 0

dont les valeurs propres sont 0 (doubie@at _72 On en déduit que la méthode de Jacobi convergesi2.
4. L'algorithme de GS pour le systeme: = b s'écrit :

ozxgn—H) = b1+ xén) + xfln),
B I A O]
28" pazl™Y = by 42l
:c§"“) — acgnﬂ) + aazflnﬂ) = by.
On obtient donc, aveg = 1 :
$§n+1) _ 6(b1 +zgn) +=T4(1n)),
xén-i—l) _ 6(b2 +z(n+1) +z§n)),
x;(gn+1) _ B(bB +zgn+1) +=T4(1n)),
xff”l) = B(bs+ zﬁ"“) + :L'gn+1)).
soit encore :
2t 8 (by+ 2+ 2).
0 = 6 (b4 B (b2l o) +af),
A = B (b B (b2 By + 28 +2f0) + ) + 2,
0 = 6 (bat Blon+ 28 428+ 8 (b + 6 (b + By + 28 + 2l +250)) +a{7)).
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On obtient donc :

:c§"“) = B(b —l—xn) —l—xn)),

" = B (b Boy+ B2l + 2l + gal),

= 5 (b + By + 5y + Bl + Bl + (14 62>xff") ,

MY = g (b4 + B(L+ B2)by + b + By + B(L+ 22y + B2l + (2 + 62)1;51”))

Poura > 2, la matrice est symétrique définie positive et la méthode ales&-Seidel converge.

Exercice 31 page 47 (Jacobi pour les matrices a diagonale damante stricte)

Pour montrer quel est inversible, supposons qu'il existes IR tel queAz = 0; on a donc

N
Zaijacj =0.
j=1

Pouri € {1,..., N}, onadonc

laiillzil = lasiil = | Y aijag] <> laigllee, ¥i=1,...,N.

Jii#g Jii#d
Siz # 0, on adonc
2 3%
il < %H tlloo <llelloe, Vi=1,....N
1,1
, Ce qui est impossible poutel que
7] = (|2 -

Montrons maintenant que la méthode de Jacobi converge :I1&fecmalisme de la méthode Il du cours, on a

a171 0
M=D= ,etN =M — A.
0 aN_,N
La matrice d'itération est
[ al_& 0 0 — Qg4
J=M-"IN=D"IN =
L 0 a;/,lN i, 0
0
— oLl 0

L anN,N

Cherchons le rayon spectral de soientz € IR et) € IR tels queJz = Az, alors

> - Yid o = A, etdonc|A||a;| < > a 7J|Hx”°o.
. P

it a“ Jris i

Zj;i#j lai;|

laiil

Soiti tel que|z;| = ||z]|- etx # 0, on déduit de I'inégalité précédente gueé <
valeur propre\. On a dong(J) < 1. Donc la méthode de Jacobi converge.

< 1 pour toute
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Exercice 33 page 47 (Jacobi pour les matrices a diagonale damante forte)

1. Si A est symétrique définie positive aladz; - ¢; > 0 pour tout vecteue; de la base canonique. Tous les
coefficients diagonaux sont donc strictement positifs pgicchussi inversibles. On en déduit que la matrice
D estinversible et que la méthode de Jacobi est bien définie.

2. (@) Soit\ une valeur propre dé associée au vecteur propreOn a donc/x = Az, c’est-a-direD 1 (E +
F)x = \z, soitencord E + F)x = ADz. On adonc

1> aijas] = [Nlaii||2il.

JFi

Soiti tel que|x;| = max;—1 x |z;|. Notons qugz;| # 0 carz est vecteur propre, donc non nul. En
divisant I'égalité précédente par;|, on obtient :

DS E!

= laiil

par hypothése. On en déduit que/) < 1.
(b) Soitz € R™ tel queJz = Az avec|\| = 1. Alors

| Z ai_,jxj| = |ai7¢||xi|, pour tout: = 1, ey N. (1878)
J#i
On a donc
S laigllzl < avillzil =1 as ;]
e g7 1.8.79
< Z|ai_,j||xj|pourt0utz':1,...,N. ( )
J#i
Si A est diagonale, alors en vertu de (1.8.78)~= 0 pour tout; = 1,..., N. Supposons maintenant

A non diagonale. On déduit alors de (1.8.79) que

|z ]

||

< 1 pour tout; # j.

Donc|z;| = |z;| pour touti, 5.
Comme de plus, par hypothese,

|a’i07i0| > Z |a’i07j|a

J#io
on a donc, sjz;,| # 0,
Z |a’i07j||$io| < |ai0-,ioxi0| < Z |ai07jxio )
j#io j#io
ce qui est impossible. On en déduit que- 0.

On a ainsi prouvé qué n'admet pas de valeur propre de module égal a 1, et donc parelstign
précédentey(J) < 1, ce qui prouve que la méthode converge.

(c) La matriceA de I'exercice 32 est a diagonale fortement dominante. Damsdthode de Jacobi con-
verge.
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Exercice 35 page 48 (Méthode de Jacobi et relaxation)

1. J = DY E + F) peut ne pas étre symétrique, mémel sist symétrique :

En effet, prenon53<1<2 1).
D)= a)#(

1 1
2. On applique I'exercice précédent pour I'applicatiorgéireT” de matriceD, qui est, par hypothése, définie
positive (et évidemment symétrique puisque diagonal§)-etFE + I, symétrique carl est symétrique.
Il existe dond(f; ... fv) basede et (p1 ... un) € RY tels que

Alors

Ol
O ol=

JDl(E+F)<

= O
o =
N———

doncJ n’est pas symétrique.

Jfi=D NE+F)fi=pfi, Yi=1,...,N, et(Dfi, f;) = 6.

N
3. Par définition dd, tous les éléments diagonauxdsont nuls et donc sa trace également7@y = Z Lhi-
1=1
Sip; >0 Vi=1,...,N,alorsTrJ > 0, donc3ip; u; < 0etcommeu; < p;,, onap; < 0.Un
raisonnement similaire montre que; > 0.

4. La méthode de Jacobi converge si et seulementhi < 1 (théoréme 1.26 page 28). Or, par la question
précédentep(A) = max(—u1, py). Supposons que; < —1, alorsu; = —«, aveca > 1. On a alors
D YE+F)fi = —afiouencord E+F)f; = —aDf1, cequis'écritaussiD+E+F)fi = D(1—a) f;
c'est-a—dird2D — A) f; = D f; avecl < 0. On en déduitque2D — A) f1, f1) = [ < 0, ce qui contredit
le fait que2D — A est définie positive. En conséquence, on a higpr —1.

Supposons maintenant que = o > 1. OnaalorsD~Y(E + F)f; = —afn, SoitencordE + F)fx =
—aDfy. On en déduit quelfy = (D — E — F)fy = D(1 — a)fy = DBfy avecs < 0.0n a
alor§ Afn, fv) <0, ce qui contredit le fait quel est définie positive.

5. Par définition, on aRz "tV s = (E 4 F)2z(™ +betz("+1) = wz(+1) 4 (1 —w)2(. Onadone: (") =
WDV E4F)z™ 4D~ 1b)+(1—w)z™ c'est-a—dire:" V) = [[d—w(Id—D~Y(E+F))]2™ +wD~b,,
soitencorel Dz("*Y) = [1 D — (D — (E + F))]z(™ + b. On en déduit qua/, 2"+ = N,z + b avec
M,=21DetN,=1D— A

6. La matrice d'itération est donc maintenaht = M_ !N, qui est symétrique pour le produit scalaire
(-,-)az, donc en reprenant le raisonnement de la question 2, il ewistebase(fy, ..., fy) € (R™)N
et(fi1,...jain) € RY tels que

- . 1 - .
Jofi=M,""Nofi =wD™! (—D - A) fi=hifi, Vi=1,...,N,
w
1 - =z . )
et—Dfi-fj :(Sij, Vi,=1,...,N,Vj,=1,...,N.
w
Supposong; < —1, alorsfi; = —a, aveca > 1 etwD " (1D — A)f; = —afi, ouencorel D — Af; =
1 - ~ 1 _ - . " 2 PR . .
—a=Df;.Onadonc2D — Af; = (1 — a)=Df1, ce qui entrainé—D — A) f; - fi < 0. Ceci contredit
w w w
2 _ ..
I'hypothése— D — A définie positive.
w

De méme, sjiy > 1, alorsjiy = « aveca > 1. On a alors

1

(=D — A)fn = OélDva
w w
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etdoncAfy = (1-a)1 Dfy ce quientraine en particulier quefy - f < 0; or ceci contredit I'hypothese
A définie positive.
7. On cherche une condition nécessaire et suffisante pour que

<2D - A) zox>0, Vo0, (1.8.80)
w
ce qui est équivalent a
2
(—D - A) fi-fi>0, Yi=1,...,N, (1.8.81)
w
ou les(f;)i=1,v sont les vecteurs propres @& ! (E + F). En effet, la famille(f;);=1,.. v est une base de
RY, et
2 2
<—DA) fi = —DD+(E+F)) f;
w w
2
_ (2. 1) Df, + mDf, (1.8.82)
w

2
= —1+Hi) Df;.
w

Onadoncen particulie(r%D — A) fi- f; =0isi # j, ce qui prouve que (1.8.80) est équivalenta (1.8.81).
De (1.8.81), on déduit, grace au fait quef;, f;) = 1,

((Go-a)sn)=(2-1+m).

On veut donc qu& — 1+ 4y > 0 carpy = inf y;, C'est-a—dire =2 < y; — 1, ce qui est équivalent a :
2

L=

8. La matrice d'itérationy,, s’écrit :

-1
1 1 1

J, = (—D) (_D — A) =wl,, avecl, = D™} (=D — A).
w w w

Soit A une valeur propre d&, associée a un vecteur proprealors :
(1 . 1
D —D—-A|lu=Mu,ie. | =D —A|u=ADu.
w w

On en déduit que
1 .
(D —A)u+ <; - 1> Du = ADu, soit encore

1
D Y E+ F)u= (1— —+)\) u.
w

Or f; est vecteur prore dB~!(E + F) associée a la valeur propee (question 2). On a donc :
1
D NE+F)f; = pifi = (1 -5t A) fis

. . < 1
cequiestvraisi; =1 — é + A, c'est—a—dire\ = p; — 1 — % Doncul(.“’) =w (ui —-1- —) est valeur
w

propre de/,, associée au vecteur propfe
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On cherche maintenant a minimiser le rayon spectral

1
p(Jo) = sup wlpi =1~
Ona
(=1 — 2y <ol —1— ) <w(uny —1- 1)
w1 o) = i o = UN o)
et
(v —1— ) < —w(u —1- =) < —w(p —1- =)
—w —1—— —w(pg —1—— —w(p; —1——),
[N o)< —wim S) < —wp "
donc

o) = s (G = 1= D) = ol ~1- 1))

dont le minimum est atteint (voir Figure 1.8) pour

s 2
w(l—pm)—1=1-w(l—puy)cest-a—direv = ——.
2— 1 —pN
w(l = pn) + 1]
ffffffff w(t — ) +1]
max(|w(l = pn) + 1], w1 = p) + 1)
1
1 2 1 w

1—p1 2—p1—pN 1—pN

FIG. 1.6 — Détermination de la valeur deréalisant le minimum du rayon spectral.

Exercice 37 page 49 (Méthode de Jacobi pour des matrices pamtlieres)

1. Soitz € R", supposons que
N
lzlla =" aiilw:| = 0.
=1
Commeaq;; > 0,Vi = 1,..., N, on en déduit que;; = 0, Vi = 1,..., N. D’autre part, il est immédiat

de voir que||z + y||4 < ||| + ||ly]la pour tout(z,y) € RY x RY et que||Az||a = |A|||z||4 pour tout
(z,A) € RY x R. On en déduit qué - || 4 est une norme suR ™.
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2. Posonsd = Ad + A et notonsi; ; ses coefficients. Comme € IR’ et grace aux hypotheéses (1.6.57)—
(1.6.59), ceux-ci vérifient :

di,j < Oa VZ,]:L,N,’L#_L (1883)
N

i > Y ai;Vi=1,...,N. (1.8.84)
i

La matriceA est donc & diagonale dominante stricte, et par I'exerciqesgje 47, elle est donc inversible.
3. La méthode de Jacobi pour la résolution du systeme (1).6'&€xit :

Du*V) = (B 4+ F)u® + b, (1.8.85)

avecD = M d+ D, etA = D— E— F estla décomposition habituelle deen partie diagonale, triangulaire
inférieure et triangulaire supérieure. Commeg > 0 et A € IR, on en déduit qué est inversible, et que
donc la suitgu®)) ey est bien définie dark.

4. Par définition de la méthode de Jacobi, on a:

k1) 1 Z ERONEY
i Coais +)\(, @ity i)
j=1,N
JFi

On en déduit que
k+1 k 1 k k-1
uz( )*uz(' ):m E ai,j(u§)7u§ )).

j=1,N
i
et donc
> @iy (k) (k—1)
k+1 k s : c—
i=1 bt j=1,N
J#i
i 1 1
or i < < .Onadonc

aitA T 1+ T 1+a

1,1

N

1 k k—1

0 =Pl € 2 3 (0 =) 3 ans.
Jj=1 j=1,N

J#i

Et par hypothésey ;-1 n ai ; = a; ;. On en déduit que
i

”u(kJrl) _ u(k)HA <

(k) _ g (k=1
-1 +a||u “

) a-

On en déduit le résultat par une récurrence immédiate.
5. Soientp etq = p +m € IN, avecm > 0. Par le résultat de la question précédente, on a :

u@ —u®|, < Z uP+d) — o P=i=1))|
i=1

1 LA T
(1) — (O) p 7
I =l )" )

IN
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1.8. CORRIGES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES
Ora > 0 donc la série de terme généfak—)’, etona:

+oo
1 1 )
(@) _,, (P < 1 _,,00) P i
I =l < = )
< (1+1)Hu(1)*u(0)llA( ! )P
- « 1+«

—  0lorsquep — +o0.

On en déduit que pour toat> 0, il existe N tel que sip,q > N alors|u(? —uP)|| 4 < ¢, ce qui montre
gue la suite est de Cauchy, et donc qu’elle converge iSsitlimite. En passant a la limite dans (1.8.85), on
obtient quexr est solution de (1.6.60).

Exercice 39 page 50 (Une méthode itérative particuliére)

1. Det(A) = —1 et doncA est inversible.

1 1 /1 1 . . . 2
2.Det(—Id—E) =— (—2 - 2). Orw €]0,2[. Donc la matrice-Id — E est inversible siv # £
w w \w w 2

3. Les valeurs propres d&, sont les complexes tels qu'il exister € C3,x # 0, t.q : L,z = A\, C'est—-a—dire :

1— 1
<F+ —“1d>zA<—1dE) z,
w w

soit encore\l ,x = 0, avecMy , = wF + AWwE + (1 —w — A\)Id.

Or
Det (My,) =1 —w—=2)((1—-w—2N)?-2)%w?)

=l-w-N1-w-1T+vV2w)A)(1—w—(1—+v2w)A)

Les valeurs propres d&,, sont donc réelles, et égales a

1—w 1—w

——et\g= ———.
142w ? 1—v2w

Par définition, le rayon spectralL,,) de la matriceC,, est égal anax(|\1[, |A2],|As|). Remarquons tout d’abord
que|l 4+ v2w| > 1,Yw €]0,2[, et donc/\;| > |\z|, Vw €]0,2[. Il ne reste donc plus qu’a compairey | et |\z|.
Une rapide étude des fonctiops | et|\s| permet d’établir le graphe représentatif ci-contre.

Onadonc:

)\1:17w,>\2:

1—-w
1-— \/ﬁw
p(Ly) =A(w) =1 —w|siwe [V2,2].
4. La méthode est convergentes$i,,) < 1; Siw € [v2,2[,p(L,) =w — 1 < 1;siw €]0,V2[,

PLe) = Pa(w)] = \ Siw €0,V

1—w

p(Ly) = ‘m

<

. 1—w , . 2
dés que——— < 1, c’est a direv > .
2w — 1 +v2

Le minimum dep(L,,) est atteint pouw, = 1, on a alorgp(L,,) = 0.
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CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

1.8. CORRIGES

L L L
14 16 18

FIG. 1.7 — Graphe des valeurs propraset A3

Exercice 41 page 51 (Méthode de la puissance pour calculerri@yon spectral de A)

1. CommeA est une matrice symétriqud,est diagonalisable dafi3. Soit(fi,..., fn) €
orthonormée de vecteurs propresAl@ssociée aux valeurs propres, ..., A\y) € IR”. On décompose

: ©0) = vazl Oézfl Ona donCAIL'(O) = vazl )\10@‘]01 etA"x(O) = vazl )\ZZOéZfZ

(R™M)N une base

On en déduit : N
— = a; fi.
A% ; AN
Comme—\y n’est pas valeur propre,
. by .
lim (_)n =0Ssi\; 7& AN (1886)
n—-+4oo )\N

Soient\y, ..., A, les valeurs propres différentes dg, etA,11,..., Ay = Ay. Onadonc
. (n) N
limy, 400 ”“/\—?V = Zi:p_H o;fi = x, aveCAr = \yzx.

De plus,z # 0 : en effet,z(?) ¢ (Ker(A — AyId))* = Vect{fi,..

1,..., N} tel quea; # 0.
Pour montrer (b), remarquons que :

N N
2D =3 A e etfla™] = S Moy
=1 =1

, f»}, etdonc il existe € {p +

car(fi,..., fn) estune base orthonormée. On a donc
(n+1)
(n+1) (vesnl
[ R AN W | D lorsquen — +oo.

lz@ 7 [l]
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1.8. CORRIGES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES
2. a) La méthode | s’écrit a partir dé®) connu :z(**t1) = Bz(") + ¢ pourn > 1, avece = (I — B)A~'b.
On adonc

) — 3 =Bz 4 (Id — B)z — =

~ Bla™ —p), (1.8.87)

Siy™ =z — z, onadong™t) = By, et d’aprés la question 1a)gi”) [ Ker(B — unId)
ou uy est la plus grande valeur propre Be (avec|uy | = p(B)et — ux non valeur propre), alors

b0
W — p(B) lorsquen — +o0,
c'est—a—dire
2D — z
————— — p(B) lorsquen — +o0.
() —

b) On applique maintenant lay&") = ="t — z(®) avec
YO Z ) _ 40 620 450

On demande que") — z(©) ¢ Ker(B — uxId)* comme en a), et on a bigA"*t!) = By, donc
Y

S p(B) lorsquen — +oc.
lly™
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Chapitre 2

Systemes non linéaires

Dans le premier chapitre, on a étudié quelques méthodesdkitién de systémes linéaires en dimension finie.
L'objectif est maintenant de développer des méthodes adutéen de systémes non linéaires, toujours en dimen-
sion finie. On se donng € C(IRY, IR™) et on cherche dansR”" solution de :

e

Au Chapitre | on a étudié des méthodes de résolution du sgs{2rd.1) dans le cas particuligfz) = Ax — b,

A € My(R), b € RY. On va maintenant étendre le champ d’étude au cagroést pas forcément affine. On
étudiera deux familles de méthodes pour la résolution apy@®du systéme (2.0.1) :

— les méthodes de point fixe : point fixe de contraction et goiatde monotonie

— les méthodes de type Newton

(2.0.1)

2.1 Les méthodes de point fixe

2.1.1 Point fixe de contraction

Soitg € C(R™,IR"), on définit la fonctionf € C(IR™ IR™) par f(z) = = + g(x). On peut alors remarquer
queg(xz) = 0 si et seulement §f(z) = x. Résoudre le systéme non linéaire (2.0.1) revient dona&érun point
fixe de f. Encore faut-il qu’un tel point fixe existe. ..

Théoréme 2.1 (Point fixe) Soit £ un espace métrique compldtja distance surF, et f : E — E une fonction
strictement contractante, c’est-a—dire telle qu'’il egiste]0, 1[ tel qued(f(z), f(y)) < kd(z,y) pour toutz, y €
b

Alors il existe un unique point fixe € E qui vérifie f(z) = z. De plus sic(¥) € E, etz+t1) = f(2(") vn > 0,
alorsz(™ — z quandn + oo.

Démonstration :
Etape 1 : Existence de et convergence de la suite
Soitz(®) € E et (z(™), e la suite définie par("+1) = f(2(™) pourn > 0. On va montrer que :
1. (2(™),, est de Cauchy (donc convergente gaest complet),

llsaac Newton (1643 - 1727, né d’une famille de fermiers, egthilosophe, mathématicien, physicien, alchimiste ebastne anglais.
Figure emblématique des sciences, il est surtout reconmuspcthéorie de la gravitation universelle et la créatiorgancurrence avec Leibniz,
du calcul infinitésimal.
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2.1. LES METHODES DE POINT FIXE CHAPITRE 2. SYSTEMES NON LIKERES
2. lim 2™ = z est point fixe def.

n—-+4oo

Par hypothése, on sait que pour taut 1,

d(zD, 2™y = d(f(@™), fz7D)) < kd(z™), 2Y).
Par récurrence sur, on obtient que

d(z"Y 2™y < Erd(zW ), vn > 0.

Soitn > 0etp > 1,onadonc:

IN

—~

Az D) p+=D)) 4.  q(e+D) pn)

d(x(”ﬂ’) , x(n))

d(x(”‘*"J) , x(n-i-q—l))

M=

1

=)
Il

k”*qfld(z(l) , :E(O))

M=

q=1
<d@W, 2ONE (14 k4 ...+ kP71
kn
< d(zW, z() 7 0 quandn — oo cark < 1.

La suite(z(™),,cx est donc de Cauchie. :
Ve >0, dn.€IN; Yn>n., V p>1 d(z("+p),x(")) <e.

CommeE est complet, on a done™ — z dansE quandn — +oc.
Comme la fonctiory est strictement contractante, elle est continue, donc aissi f(z(™) — f(z) dans
E quandn + oo. En passant a la limite dans I'égalit€* 1) = f(z(™)), on en déduit que = f(7).

Etape 2 : Unicité
Soitz ety des points fixes d¢, qui satisfont dona = f(z) ety = f(g). Alorsd(f(z), f(7)) = d(z,7) <
kd(z,y); commek < 1, ceci estimpossible saufsi= .

Remarque 2.2
1. Sous les hypothéses du théoréme 2"+ z) = d(f(=™), f(z)) < kd(z™,z); donc siz(™ # z
alors % < k (< 1). La convergence est donc au moins linéaire (méme si de faig oeéthode
converge en général assez lentement).
2. On peut généraliser le théoréeme du point fixe en rempldgamotheése *f strictement contractante" par “
il existen > 0 tel quef(™ = fo fo...o f eststrictement contractante ” (reprendre la démonstratit

n fois
théoreme pour le vérifier).

La question qui vient alors naturellement est : que faifersest pas strictement contractante ? goit O(]RN, ]RN)
telle quef(x) = x + g(z). On aimerait déterminer les conditions gupour quef soit strictement contractante.
Plus généralementsi # 0, on définitf, (z) = « + wg(z), et on remarque que est solution du systéme (2.0.1)
si et seulement st est point fixe def,, (z).

On aimerait dans ce cas avoir des conditions pourfgusoit strictement contractante.
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2.1. LES METHODES DE POINT FIXE CHAPITRE 2. SYSTEMES NON LIKERES

Théoreme 2.3 (Point fixe de contraction avec relaxation)
On désigne par.| la norme euclidienne suR " . Soitg € C(R”",R"Y) telle que

Ja > 0tel que(g(z) — g(y)) - (z —y) < —ajz —y|?,Vz,y € RY, (2.1.2)
3IM > 0tel que|g(z) — g(y)| < M|z —y|, Yo,y € RY. (2.1.3)

. . . 2
Alors la fonctionf,, est strictement contractante®i< w < VO;.

Il existe donc un et un sed € IR tel queg(z) = 0 etz(™ — Z quandn + oo avecz"t!) = f (z() =
() 4 wg (D),

Remarque 2.4 Le théoréme 2.3 permet de montrer que sous les hypott@ée®)et (2.1.3) et pourw €]0, % [,
on peut obtenir la solution d@.0.1)en construisant la suite :

(n+1) — 4(n) (n)
x =2 +wg(x™) n >0,
{ NOPE 1 (2.1.4)
Or on peut aussi écrire cette suite de la maniére suivante :
D = (), ¥ >0
x T , Vn >
{ D = it 4 (1 —w)z™, 20 e RV, (2.1.5)

En effet sic("*1) est donné par la suite2.1.5) alorsz("t1) = wi(*+) —(1—w)z( = wf(zM)+(1-w)z™ =
wg(xz(™) 4+ 2™ Le procédé de construction de la sui@e1.5)est I'algorithme de relaxation suf.

Démonstration du théoreme 2.3
Soit0 < w < VO;. On veut montrer qu¢ est strictement contractante, c.a.d. gu’il existe 1 tel que|f,(x) —

foy)| < klz —y|V(z,y) € (RY)2. Soit(z,y) € (RY)?, alors, par définition de la norme euclidienne,

[fu(@) = fu)PP = (z —y+w(gx) —9(¥)) - (r—y+wlg(z) —g(y)))
=l -y +2(x—y) (wig(z) —9v))) +wlg(z) — g(y)*.

Donc grace aux hypothéses (2.1.2) et (2.1.3), ofya(x) — f.(y)|? < (1 — 2wa + w?M?) |z — y|?, etdonc la

fonction f,, est strictement contractantelsi- 2wa + w?M? < 1 ce qui est Vérifié s < w < VO;.

Remarque 2.5 (Quelques rappels de calcul différentiel)

Soith € C?(IR™,R). La fonctionh est donc en particulier différentiable, c.a.d. que pourttewe R”, il existe

Dh(z) € L(RY,R) telle queh(z +y) = h(z) + Dh(z)(y) + |yle(y) olie(y) — 8' On a dans ce cas, par
y—?

définition du gradientDh(z)(y) = Vh(z) - y oUVh(z) = (d1h(z),--- ,dnh(z))t € RY estle gradient dé
au pointz (on désigne pad; h la dérivée partielle dgf par rapport a sai-eme variable).
Comme on supposec C*(R",IR), on adong = Vh € C*(R™,R"), ety est continiment différentiable,
c’est-a—dire
Dg(x) € LIRY,RY), etg(z +y) = g(x) + Dg(x)(y) + lyle(v),
oue(y) — 0.
y—0

CommeDg(z) € L(RY,IRY), on peut représentePg(z) par une matrice deM y (IR), on confond alors
I'application linéaire et la matrice qui la représente dalesbase canonique, et on écrit par abus de notation
Dyg(z) € Mn(IR). On peut alors écrire, grce a cet abus de notatidy(x)(y) = Dg(z)y avec(Dg(z)y); =
Yoije1.n 07 hi(x) 0UdZ jh = 0i(9;h)().

Commeh est de class€'?, la matrice Dg(x) est symétrique. Pour € TR”, on note(\;(z))1<i<n les valeurs
propres deDg(x), qui sont donc réelles.
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La proposition suivante donne une condition suffisante mpiune fonction vérifie les hypothéses (2.1.2) et
(2.1.3).

Proposition 2.6 Soith € CQ(]RN, IR), et()\;);=1,n les valeurs propres de la matrice hessiennéd@n suppose
qu'il existe des réels strictement positifety tels que—5 < \;(z) < —v, Vi € {1...N}, Vx € RY. (Notons
que cette hypothese est plausible puisque les valeursgsaerla matrice hessienne sont réelles). Alors la fonction
g = Vh (gradient deh) vérifie les hypothésgg.1.2)et (2.1.3)du théoréme 2.3 avec= v et M = S.

Démonstration de la proposition 2.6
Montrons d’abord que I'hypothése (2.1.2) est vérifiée. Saiy) € (IR™)?, on veut montrer quéy(z) — g(y)) -
(z —y) < —v|z — y|?. On introduit pour cela la fonctiop € C* (IR, IR") définie par :

p(t) =gz +tly — z)).

On adongy(1) — ¢(0) = g(y) — g(z) = [, ¢ (t)dt. Or ¢/ (t) = Dg(x +t(y — x))(y — x). Doncg(y) — g(x) =
fol Dg(z + t(y — x))(y — x)dt. On en déduit que :

(g(y)—g(:c))-(y—x)Z/o (Dg(x+tly —2))(y —x) - (y —x)) dt.

Comme);(z) € [-3,—v] Vi € {1,...,N}, onadonc-3ly|*> < Dg(2)y -y < —v|y|?>. On a donc (g(y) —
g(@) - (y—x) < fol —7ly — x|?dt = —v]y — x|? ce qui termine la démonstration de (2.1.2).

Montrons maintenant que I'hypothese (2.1.3) est vérifigev€ut montrer quéy(y) — g(x)| < Bly — «|. On peut
écrire :

o(y) — g(z) = / Dy(a + t(y — 2))(y — z)dt,
et donc )
9(y) — g(@)| < / Dy + t(y — 2))(y — 2)|dt

1
< [ 1pgla+ tly - )y - olat,
0

ou|.| est la norme suM y (IR ) induite par la norme euclidienne sie” .
Or, comme);(z) € [—f3,—~] pour touti = 1,..., N, la matrice—Dg(z + t(y — x)) est symétrique définie
positive. Et donc, d’aprés I'exercice 5 page 37,

|Dg(x +t(y — 2)| = p(Dg(x + t(y — x)) < B.

On a donc ainsi montré que :
lg(y) — g(=)| < Bly — =l
ce qui termine la démonstration.

Remarque 2.7 Dans de nombreux cas, le probléeme de résolution d'un problean linéaire apparait sous la
forme Az = R(x) ol A est une matrice carrée d'ord® inversible, etk € C(IR™,IR"). On peut le réécrire
sous la former = A~! R(z). On peut donc appliquer I'algorithme de point fixe sur la fooe f = A~ R, ce qui
donne comme itérationz("*+1) = A=1R(x(™)). Si on pratique un point fixe avec relaxation, avec parametre
relaxationw > 0, alors l'itération s'écrit : ("1 = A=1R(x(), x(+1) = (D) 4 (1 — w)2 (™),
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2.1.2 Point fixe de monotonie

Théoreme 2.8 (Point fixe de monotonie)
Soientd € My (IR) etR € C(IR™Y,IR"). On suppose que :
1.VzeRY, Az > 0=z >0, c'est-a-dire((Az); >0,Vi=1,...,N)=(z; >0,Vi=1,...,N).
2. R est monotone, c.a.d. quesi> y (composante par composante) aldv$x) > R(y) (composante par
composante).
3. 0 est une sous-solution du probléme, c’est-a-dire (@) > 0 et il existez ¢ R” ; # > 0 tel quez est une
sur-solution du probleme, c'est-a-dire qu& > R(Z).
On poser(®) = 0 et Az("*Y) = R(x("™). On a alors:
1.0<z™ <z V¥YnelN,
2. ("t > (") vp e IN,
3. (™ — 7 quandn — +oo et Az = R().

Démonstration du théoréme 2.8
CommeA est inversible la suitéx(™)),,c v vérifiant

ZC(O) — 0,
Azt = R(z(™), n >0

est bien définie. On va montrer par récurrencesque0 < z(") < z pour toutn > 0 et quez(™ < z(**+1) pour
toutn > 0.
1. Pourn = 0, on az(® = 0 etdoncd < z(© < 7 et Az(Y) = R(0) > 0. On en déduit que® > 0 grace
aux hypothéses 1 et 3 et dond) > 2(® = 0.
2. On suppose maintenant (hypothése de récurrence) guez® < i etz® < z®+D pour toutp €
{0,...,n—1}.
On veut montrer qué < z(™ < i et quez™ < z(**1. Par hypothése de récurrence ppue n — 1,
on sait quez™ > z(»=1) et quez("~1 > 0. On a doncz(™ > 0. Par hypothése de récurrence, on a
également que"~1) < # et grace a 'hypothése 2, on a doR¢z("~1)) < R(z). Par définition de la
suite (2(™),,en, on adz(™ = R(z("~1) et grace a 'hypothése 3, on sait gdé > R(Z). On a donc :
A(z — 2™) > R(Z) — R(z("~Y) > 0. On en déduit alors (grace a I'nypothése 1) afie < i.
De plus, commedz(™ = R(z(*V) et Az("+*D) = R(z(™), on aA(z"*V) — (™) = R(z(™) —
R(z(»~V) > 0 par I'nypothése 2, et donc grace a I'hypothése(®;t!) > 2("),
On a donc ainsi montré (par récurrence) que

0<z™ <z VYn>0
2" < x("H), Vn > 0.

Ces inégalités s’entendent composante par composante, que siz(”) = (:cg’” ...x;y))t e RV etz =
(1...%5)' € RN, alors0 < 2™ < & eta!™ < 2" vie {1,...,N},etvn > 0.

Soiti € {1,...,N}; la suite(azi"))nem C IR est croissante et majorée pgrdonc il existez; € IR tel que
7= lim 2™ Sionposer = (z;...zx)t € RV, onadone:™ — z quandn — +oo.
n—-—+oo

Enfin, commedz("+1) = R(2(™)) et commeR est continue, on obtient par passage a la limite lorsgue +oo
queAz = R(z) etqued < z < 7.
|
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L'hypotheése 1 du théoreme 2.8 est souvent appelée “prirdupmaximum". Elle est vérifiée par exemple par
les matricesA qu’on a obtenues par discrétisation par différences finéssopérateursw” sur l'intervalle]0, 1]
(voir page 23) efAw sur]0, 1[x]0, 1[ (voir page 27). Le principe du maximum est aussi caractélies@ maniere
suivante (plus difficile a utiliser en pratique) :

Proposition 2.9 (CNS de monotonie)L.’hypothese 1 du théoreme 2.8 est vérifiée si et seulemenirsiersible
et A~! a des coefficients 0.

Démonstration :

Supposons d’abord que I'hypothése 1 du théoréme 2.8 efiteéet montrons qud inversible et qued—! a des
coefficients> 0. Six est tel quedx = 0, alorsAxz > 0 et donc, par hypothese,> 0. Mais on a aussilz: < 0,
soit A(—x) > 0 et donc par hypotheseg,< 0. On en déduit: = 0, ce qui prouve quel est inversible.

L'hypothese 1 donne alors que> 0 = A~'y > 0. En prenanyy = e; on obtient que la premiére colonne de
A~ est positive, puis en prenamt= e; on obtient que la-€me colonne dei~! est positive, poui = 2,..., N.
Donc A~ atous ses coefficients positifs.

Supposons maintenant queest inversible et quel ! a des coefficients positifs. Saite R” tel quedz = y >
0, alorsz = A=ty > 0. Donc A vérifie I'hypothése 1.
|

Théoreme 2.10 (Généralisation du précédent)
SoitA € My(RR), R € CY(RY,RY), R = (Ry,..., Rx)! tels que

1. Pour touts > 0 et pour toutz € RY, Az + x> 0=z >0

OR; . L, . R . S,
2. 3 >0, Vi,jt.q.i # j (R; est monotone croissante par rapport a la variablesi j # ) et3y > 0,
Zj
—y < OR; <0,vz e RN, Vie{1,..., N} (R; est monotone décroissante par rapport & la variablp

- Ox;
3. 0 < R(0) (0 est sous-solution) etz > 0 tel queA(z) > R(Z) (& est sur-solution).

Soientz(®) = 0, 3 > 7, et (z("),c la suite définie pardz (™D + 3z(»+1) = R(z(™) + 3z("). Cette suite

converge vers € R" et A7 = R(z). De plus0 < z(™ < Z ¥n € Netz(™ < 2"t vn e N,

Démonstration : On se raméne au théoréme précédent ave@ld au lieu ded et R+ 3 au lieu deR. L]

Remarque 2.11 (Point fixe de Brouwer)On s’est intéressé ici uniquement a des théoremes de paritchix-
structifs”, i.e. qui donnent un algorithme pour le détereniti existe aussi un théoréme de point fixe di1S avec
des hypothéses beaucoup plus générales (mais le théorémenesonstructif), c’est le théoréme de Broutwver

si f est une fonction continue de la boule unitéldé’ dans la boule unité, alors elle admet un point fixe dans la
boule unité.

2.1.3 Vitesse de convergence

Définition 2.12 (Vitesse de convergence$oit(z(™),cn € R etz € R™. On suppose que™ — z lorsque
n — +oo, avecz™ # & pour toutn € IN. On s’intéresse a la “vitesse de convergence" de la suit®)),, e
On dit que :

1. la convergence estu moins linéaire s'il existe 3 €]0, 1] et il existeny € IN tels que sin > ng alors
o+ — 7| < Bl — z]).

2|uitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), mathématicéstlandais.
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2. Laconvergencest linéairesi il existeg €]0, 1] tel que

=Y — z]

— — [ quandn — +o0,
() — z|

3. La convergence estiper linéaire si
=t — ]|

——— — 0 quandn — +oo,
(™) — |

4. La convergence eaul moins quadratiquesi il existe €]0, 1] et il existeny € IN tels que sin > ng alors
[+ — z|| < Bll=t™ — z|1%,

5. La convergence eguadratique si

=Y — z|

——— — fquandn — +oo.
() — z||2

46 >0

Remarque 2.13La convergence quadratique est évidemment plus “rapide’lgiconvergence linéaire.

Proposition 2.14 Soit f € C*(IR,IR) ; on suppose qu'il existé € IR tel quef(Z) = . On construit la suite

e R
x(+D) = f(x(),

1. Sion suppose qui(z) # 0 et|f'(z)| < 1, alors il existea > 0 tel que siz(®) € I, = [z — o, Z + q]

(n+1) _ 5
alors (") — z lorsquen — +oo, et siz(™ # z, alors i i |f'(z)] = B, 0up €]0,1]. La

FORE
convergence est donc linéaire.

2. Sion suppose maintenant qfiéz) = 0 et f € C?(IR,1R),alors il existea > 0 tel que siz(?) € I, =
[Z — a,Z + al, alorsz(™ — Z quandn + oo, et siz(™ # z, ¥n € IN alors

|z — 7| 1

— B =l @)]

|z(n) — 7|2 2

La convergence est donc au moins quadratique.

Démonstration

1. Supposons qug’(z)| < 1, et montrons qu'il existex > 0 tel que siz(®) € I, alorsz(™ — z. Comme
f € CHR,R) il existea > 0 tel quey = max, ez, |f'(x)] < 1 ( par continuité def’).

On va maintenant montrer qye: I, — I, est strictement contractante, on pourra alors appliqubéeréme du
pointfixe af 7., (I étant fermé), pour obtenir qué™ — z ol z est 'unique point fixe der,.

Soitz € I, ; montrons d’abord qué(z) € I, : commef € C*(IR,R), il existe¢ €]z, z| tel que|f(z) — Z| =

f(2) — f(@)] = |/ (©)lle — | < 7]z - 7| < o, ce qui prouve qug(z) € L.

On vérifie alors quef|;, est strictement contractante en remarquant que pourattouss I, z < y, il existe
¢ €lz,yl(C L) tel quelf(z) — f(y)| = |F(€)l|x — y| < |z — y| avecy < 1.

On a ainsi montré que™ — z siz(® € I,,.

Cherchons maintenant la vitesse de convergence de la Suipposons qué’(z) # 0 et z(™ # z pour tout
n € IN. Commez("+1) = f(2(™) etz = f(z), on alz*D) — z| = |f(z(™) — f(z)|. Commef € C*(R,TR),
il existe¢,, €]z, z[ ouz, 2], tel quef(z(™) — f(z) = f(&,)(2™) — ). On adonc

[a+)) — |

- |F' (&) — |f' ()| carz™ — z et f est continue.
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On a donc une convergence linéaire.

2. Supposons maintenant qfigz) = 0 et f € C*(IR,IR). On sait déja par ce qui précéde qu'il existe- 0 tel
que siz(?) € I, alorsz(™ —— z lorsquen — +oco. On veut estimer la vitesse de convergence. On suppose pour
cela quer™ # z pour toutn € IN.

Commef € C*(IR,R), il existe¢,, €]z, z[tel quef(z™) — f(z) = f/(2)(=™) — ) + %f’/(ﬁn)(w(") — )%
Onadonc z("*Y —z = Lf"(¢,) (2™ — 7)? ce qui entraine que

|x("+1) — I 1

= L) — 2

(=

La convergence est donc quadratique.
|

On étudie dans le paragraphe suivant la méthode de Newtaigo@solution d’'un systéeme non linéaire. Donnons
l'idée de la méthode de Newton dans le ¢és= 1 a partir des résultats de la proposition précédente.Sait
C3(R,R) etZ € IR tel queg(Z) = 0. On cherche une méthode de construction d’'une suit¢'),, ¢ RY qui
converge verg de maniére quadratique. On pose

f(z) = 2+ h(z)g(x) avech € C*(IR,R) tel queh(z) # 0 Vr € IR.
on adonc
f(z) =z & g(z) =0.
Si par miraclef’(z) = 0, la méthode de point fixe siyfrva donner (pouz(®) € I, donné par la proposition 2.14)
(™), e tel quez™ — z de maniére au moins quadratique. Or off &r) = 1 + h/(x)g(x) + ¢'(x)h(x) et

doncf’(z) =1+ ¢'(z)h(Z). Il suffit donc de prendré tel queh (z) = f%. Ceci est possible gf(z) # 0.
gz

Enrésumé, sj € C3(IR, IR) est telle qug/ (Z) # 0 Vx € IR etg(z) = 0, on peut construire, pourassez proche

dez, la fonctionf € C?(IR, IR ) définie par

Gréace a la proposition 2.14, il existe > 0 tel que siz(?) ¢ I,, alors la suite définie par™*+?) = f(z(") =

(n) N . .

2™ — 2= converge verg de maniére au moins quadratique.
g’ (z()

Remarquons que la construction de la suite de Newton s'&eciore (dans le ca& = 1) ¢/ (z(™) (21 —

(M) = —g(z(™) ou encorgy(z(™) + ¢/ (z(M) (D — (M) = 0.

2.2 Méthode de Newton

2.2.1 Construction et convergence de la méthode

On a vu ci-dessus comment se construit la méthode de Newtartiagu point fixe de monotonie en dimension
N = 1. On va maintenant étudier cette méthode dans lé\tgselconque. Soientc C'(RY, RY) etz ¢ RY
tels quey(z) = 0.

On cherche une méthode de construction d’une suite),, ¢ IR™ qui converge vers de maniére quadratique.
L'algorithme de Newton de construction d'une telle suitécsit :

{ z© e RY

Dg(z™)(z+) — 2 = —g(z(™), ¥n > 0. (2.2.6)
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(On rappelle quédg(z(™)ec My (IR) est la matrice représentant la différentiellegden (™))

Pour chaque: € IN, il faut donc effectuer les opérations suivantes :
1. Calcul deDg(z(™),
2. Résolution du systéme linéaifdy (™) (2"t — 2(M)) = —g(2(™).
Remarque 2.15 Si la fonctiong dont on cherche un zéro est linéaire, i.egsst définie pay(z) = Az — b avec

A € My(R) etb € IRY, alors la méthode de Newton revient & résoudre le systéréaitmmAz = b. En effet
Dg(z(™) = A etdong(2.2.6)s'écrit Az("+t1) = p,

Pour assurer la convergence et la qualité de la méthode, @hergher maintenant a répondre aux questions
suivantes :

1. la suite(z(™),, est—elle bien définie ? A—t—adg(x(™)) inversible ?
2. A-t—on convergencel™ — z quandn + oo ?
3. La convergence est-elle au moins quadratique ?

Théoréme 2.16 (Convergence de la méthode de Newton, Hoientg € C*(RY,RY) etz € R" tels que
g(Z) = 0. On munitR”" d’une norme]|| - ||. On suppose qu®g(z) est inversible. Alors il existé > 0, et
8 > 0tels que

1. siz® ¢ B(z,b) = {x € R, |z — Z|| < b} alors la suite(z(™),,c est bien définie pa(2.2.6)et
(™ € B(z,b) pour toutn € IN,

2. siz(® ¢ B(z,b) et sila suite(z(™),,c v est définie paf2.2.6)alors 2™ — z quandn — +oo,

3. siz(®) € B(z,b) et sila suite(z(™),,cx est définie pa2.2.6)alors ||zt —z|| < 8|z —Z||? Vn € IN.

Pour démontrer ce théoréme, on va commencer par démonthé&dgeme suivant, qui utilise des hypothéses plus
faibles mais pas trés faciles a vérifier en pratique :

Théoreme 2.17 (Convergence de la méthode de Newton, Il)
Soientg € C'(RY,RY) etz € RY tels quey(z) = 0. On munitR " d’une norme| - || et My (IR) de la norme
induite. On suppose quBg(z) est inversible. On suppose de plus qu'il existe:;, ax € IR’ tels que :

1. siz € B(%,a) alors Dg(z) est inversible ef Dg(z)) 7| < a1 ;

2. siz,y € B(z,a) alors|g(y) — g(z) — Dg(x)(y — x)|| < azlly — z||*.

Alors, si on pose b = min (a,
a1a9

) >0, 3 =ajay etsiz(®) € B(z,b),ona:
1. ("), est bien définie paf2.2.6)

2. 2™ — 7 lorsquen — +oo0,

3. [l2*+D) — z|| < Blla™ — z||? ¥n € NN.

Démonstration du théoréme 2.17

Soitz(®) € B(z,b) C B(z,a) oub < a. On va montrer par récurrence suguez™ € B(z,b) Vn € IN (et que
(™), est bien définie). Lhypothése de récurrence estidieest bien défini, et que™ € B(z, b). On veut
montrer que:("*+1) est bien défini ez € B(z,b).

Commeb < a, la matrice Dg(z(™)) est inversible et:("*!) est donc bien défini; on az(™+t!) — (") =

- . 1
Dg(z(™)~1(—g(2™)). Pour montrer que™*t!) ¢ B(z,b) on va utiliser le fait qué < vy

Par hypothése, on sait quessiy € B(Z,a), ona

lg(y) — g(x) — Dg(z)(y — z)|| < azlly — =|*.
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Prenong = & etz = (™ € B(z,a) dans l'inégalité ci-dessus. On obtient alors :

l9(@) = g(™) = Dg(a™)(z — 2™)|| < azl|z — ™).
Commeg(z) = 0 et par définition de:("*1), on a donc :
[Dg(a™) (@1 — 2™ — Dg(z™)(@ — 2™)|| < az)|z — 2|2,

et donc
1Dg(x™) (2" — 2)|| < az)lz — 22, (2.2.7)

Orz(*tY — z = [Dg(z™)]~Y(Dg(z™))(z»*tY — z), et donc
lz+Y — 2| < [ Dg(@™) | [Dg(a™) (Y — 2)].
En utilisant (2.2.7), les hypothéses 1 et 2 et le fait gifé € B(z,b), on a donc

2D — Z|| < arag]|z™ — Z||? < ajazb®. (2.2.8)

Ora,asb?® < bearb < .Doncz"*tV) € B(z,b).

aipa9
On a ainsi montré par récurrence que la s(it¢)),,c v est bien définie et que™ ¢ B(z, b) pour toutn > 0.
Pour montrer la convergence de la s\it€")),,cy versz, on repart de l'inégalité (2.2.8) :

a1a2||$("+1) —z|| < (alag) |z — x(")||2 (a1a2||x( n) _ acH ,Vn € N,

et donc par récurreneg as||z™ — Z[| < (ayas||z®) — :EH)Qn Vn € IN. Commez(®) € B(z,b) eth < on

a(araz||z® — z||) < 1 etdongl|z™ — z|| — 0 quandn — +oo.

aiaz !

La convergence est au moins quadratique car l'inégali@gps'écrit :||z(**t) — z|| < g||l= — z||? avec
B = aias. "

Démonstration du théoréme 2.16
Soientg € C?(RY,IRY) etz € IN tels queg(z) = 0. Par hypothésd)g(z) est inversible. Il suffit de démontrer
(pour se ramener au théoreme 2.17) qu'il existe;, a; € R’ tels que

1. sixz € B(z,a) alorsDg(z) estinversible eff (Dg(x))~!|| < a1,
2. siz,y € B(z,a) alors|lg(y) — g(z) — Dg(z)(y — z)|| < azly — x|,

Remarquons d’abord quBg(z) = Dg(z) — Dg(Z) + Dg(z) = Dg(Z)(Id + S) ou S = Dg(z)"Y(Dg(z) —
Dg(z)). Orsi||S|| < 1, la matrice(Id + S) est inversible efi (Id + S)~7 || < Nous allons donc essayer
de majoref| S||. Par définition de5, on a:

IS < IDg(2)~"|I [ Dg(x) — Dyg(x).|

Commeg € C*(RY,IRY), onaDg € C'(R", My(IR))); donc par continuité dég, pour touts € IR*,
il existea € IR, tel que si||lz — || < a alors||Dg(x) — Dg(z)|| < €. En prenant = W, il existe
donca > 0 tel que siz € B(Z,a) alors||Dg(z) — Dg(z)|| < W, et donc siz € B(Z,a), alors

1- HSH

1
IS < 3 On en déduit que st € B(Z,a) alorsId + S est inversible et donc quBg(x) = Dg(z)(Id + S) est

inversible (on rappelle quBg(z) est inversible par hypothese). De plusgst B(Z,a) ona:||(Id+ S)7!|| <
m < 2 etcomme(ld + S)~' = (Dg(z))"'Dg(z), on a||Dg(x)~*Dg(z)|| < 2, et donc||Dg(z)~!| <

I(Dg(@)) = 1 (Dg(x)) " Dg ()| < 2[|(Dg (@)~ ||-
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En résumé, on a donc prouvé I'existencendet dea; = 2||Dg(7)~!|| tels que siv € B(Z,a) alorsDg(z) est
inversible et|| Dg(z)~ || < a;. Il reste maintenant a trouves tel que siz,y € B(z,a) alors|g(y) — g(z) —
Dy(a)(y — )| < aslly — .
Commey € C*(RY,IR"), onadondg € C'(R", My(IR))) (remarquons que jusqu’a présent on avait utilisé
uniquement le caractérg' deg). On définit la fonctionp € C* (IR, R™) parp(t) = g(z + t(y — x)) — g(x) —
tDg(x)(y — ). Onadonep(l) = g(y) — g(x) — Dg(z)(y — x) (C’est le terme qu’on veut majorer en norme) et
©(0) = 0. On écrit maintenant que est I'intégrale de sa dérivée :

o(1) — p(0) = / o (t)dt = / Dy(a +t(y — 2))(y — z) — Dy(a)(y — x)dt.
On adonc
lo(1) — o(O)] = lg(y) — 9(z) — D)y — )|

</ IDgta-+ ity =)y ~ ) = Dyla)y = o) 229
<y / |Dg( + t(y — x)) — Dg(a)]dt.

Pour majoret| Dg(z + t(y — x)) — Dg(x))||, on utilise alors le théoréme des accroissements fjparfois aussi

appelé “théoreme de la moyenne") appliquB @; de I'inégalité (2.2.9), on tire donc que paury € B(z,a) et
t €]0,1[:

| Dyl + t(y — 2)) — Dy(a)]| < tly =l sw DO emvmy (@210
ceB(x,a

CommeD(Dg) = D?g est continue par hypothése, et comB\e, a) est inclus dans un compact, on a

az = Séltp )HD(DQ)(C)”L(]RN,MN(IR)) < o0.
ceB(x,a

De plus,t < 1 et on déduit de (2.2.10) que:
[Dg(x +t(y — x) — Dg(x))|| < azlly — x|,

et de I'inégalité (2.2.9) on déduit ensuite que

lg(y) — g(x) — Dg(x)(y — =)|| S/O aslly — x||dt ||y — x| = aslly — =||>.

On a donc ainsi démontré quevérifie les hypotheses du théoreme 2.17, ce qui termine laodsimation du
théoréme 2.16.

Remarque 2.180n ne sait pas bien estimérdans le théoreme 2.16, et ceci peut poser probléme lors e I'i
plantation numérique : il faut choisir I'itéré initiat:(®) “suffisamment proche" d& pour avoir convergence.

3Théoreme des accroissements finisSoientE et ' des espaces vectoriels normés, solert C'(E, F) et (z,y) € E?2. On définit
o, yl= {tz + (1 - t)y, t €)0,1[}. Alors : [|A(y) — h(@)|| < lly — =]l sup. cpp o IDR() £(5,F)-
(Onrappelle que sI" € L(E, F) alors || T (z(g,F) = SUPge g, ||2|| p=1 T2l F[.)
Attention : Sidim F > 1, on ne peut pas dire, comme c’est le cas en dimension 13§ue]z y[t.q. h(y) — h(z) = Dh(§)(y — x).
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2.2.2 Variantes de la méthode de Newton

L'avantage majeur de la méthode de Newton par rapport a utieoah& de point fixe par exemple est sa vitesse
de convergence d’ordre 2. On peut d'ailleurs remarquer grsgjlie la méthode ne converge pas, par exemple si
litéré initial z(°) n’a pas été choisi “suffisamment proche"&elors la méthode diverge trés vite. . .

L'inconvénient majeur de la méthode de Newton est son coftdat d’'une part calculer la matrice jacobienne
Dg(z(™) & chaque itération, et d’autre part la factoriser pour rdsole systeme linéair®g(z(™)(z"+1) —

(M) = —g(z(™). (On rappelle que pour résoudre un systéme linéaire, il nefas calculer I'inverse de la
matrice, mais plut6t la factoriser sous la forth& par exemple, et on calcule ensuite les solutions des systeme
avec matrice triangulaires faciles a inverser, voir Chiapiit) Plusieurs variantes ont été proposées pour tenter de
réduire ce co(t.

“Faux quasi Newton”

Soientg € C*(RY,IR") etz € IR tels quey(z) = 0. On cherche & calculer. Si on le fait par la méthode de
Newton, I'algorithme s’écrit :

2z e RV,
Dyg(a™) (@) — 2) = —g(a()

La méthode du “Faux quasi-Newton” (parfois appelée quasidsin) consiste a remplacer le calcul de la matrice
jacobienneDg(z(™)) & chaque itération par un calcul toutes les “quelques"titérs. On se donne une suite
(ni)ien, avecny = 0 etn;41 > n; Vi € IN, et on calcule la suit(—:-r("))nem de la maniére suivante :

) ¢ RN
Dg(z()) (2D — 2 = —g(x(™) sin; <n < niqq.

n > 0.

)

(2.2.11)

Avec cette méthode, on a moins de calculs et de factorisatiete matrice jacobien@g(z) a effectuer, mais on
perd malheureusement la convergence quadratique : cettdeén’est donc pas trés utilisée en pratique.

Newton incomplet

On suppose qug s'écrit sous la forme y(z) = Az + Fi(z) + Fx(z), avecA € Mpy(R) et Fy, F, €
CYRY,RY). Lalgorithme de Newton (2.2.6) s’écrit alors :

2@ e RY
(A + DFy (™) + DFQ(JL’("))) (z(*D) — () =
— Az — Fy(2) — Fy(2(™).

La méthode de Newton incomplet consiste a ne pas tenir catiedeejacobienne dés;.

{ z©® e RY

(A + DFy (z) (20D — 50) = — Az _ Fy (200) — By (™). (2.2.12)

On dit qu’on fait du “Newton suf} " et du “point fixe surfy”. Les avantages de cette procédure sont les suivants :

— La méthode ne nécessite pas le calculd (), donc on peut l'employer s, € C(IRY,IR")) n'est pas
dérivable.

— On peut choisitF; et F» de maniére a ce que la structure de la matdce DF; (x(”)) soit “meilleure” que
celle de la matriced + DF (z(™) + DFy(2(™); si par exempled est la matrice issue de la discrétisation du
Laplacien, c’est une matrice creuse. On peut vouloir coesarette structure et choisk; et F, de maniére a
ce que la matricel + D (™) ait la méme structure qué.
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— Dans certains problémes, on connait a priori les couplplysssou moins forts dans les non-linéarités : un
couplage est dit fort si la variation d’'une variable entealime variation forte du terme qui en dépend. Donnons
un exemple : Soiff deIR? dansIR? définie parf(z,y) = (= + sin(10~%y), exp(z) + y), et considérons le
systéme non linéairg(z, y) = (a,b)! ol (a,b)! € IR? est donné. Il est naturel de penser que pour ce systéme,
le terme de couplage de la premiére équation en la varipbkra faible, alors que le couplage de deuxiéme
équation en la variable sera fort.
On a alors intérét a mettre en oeuvre la méthode de Newton partie “couplage fort" et une méthode de point
fixe sur la partie “couplage faible".

L'inconvénient majeur est la perte de la convergence qtigdiea La méthode de Newton incomplet est cependant

assez souvent employée en pratique en raison des avantagesrés ci-dessus.

Remarque 2.19Si F;, = 0, alors la méthode de Newton incomplet est exactement laoaéttie Newton. Si
Fy = 0, la méthode de Newton incomplet s'écfitz("*+1) — (M) = —Az(™ — B, () elle s'écrit alors
Azt = —Fy(z™), ou encorer™tD) = — A1 F,(2(")) si A inversible. C'est donc dans ce cas la méthode
du point fixe sur la fonction- A~ ! 5.

Méthode de la sécante

La méthode de la sécante est une variante de la méthode derNéaris le cas de la dimension 1 d’espace. On
suppose iclV = 1 etg € C' (IR, IR). La méthode de Newton pour calcuiee IR tel queg(Z) = 0 s'écrit :

2@ e R

g (@) () — 2y = —g(a(™), Yn > 0.
On aimerait simplifier le calcul d (™)), c’est-a—dire remplacef(z(™)) par une quantité “proche” sans calculer
¢'. Pour cela, on remplace la dérivée par un quotient diffései@n obtient la méthode de la sécante :

2 2z e R

g(z™) — g(a"~1)
;17(") — ;17("*1)

(2.2.13)

(z(n-ﬁ-l) _ x(”)) — 79(;1:(")) n>1.

Remarquons que dans la méthode de la sécafite!) dépend de:(™ et dexz("~1 : on a une méthode a deux
pas ; on a d'ailleurs besoin de deux itérés initialfX etz(!). L'avantage de cette méthode est qu’elle ne nécessite
pas le calcul de/. L'inconvénient est qu’on perd la convergence quadratique peut toutefois montrer (voir
exercice 59 page 102) quediz) = 0 etg/(z) # 0, il existea > 0 tel que siz(?, 2V € [z — a.Z + a] = I,,

la suite(z(™),,cv construite par la méthode de la sécante (2.2.13) est biemaléue(z™),cn C I, et que

(") — 7z quandn — 4o0. De plus, la convergence est super linéaie,si (™) # z pour toutn € IN, alors
(nt1) _ 7

% — 0 quandn — +oco0. On peut méme montrer (voir exercice 59 page 102) que la rdétte la
X — X

sécante est convergente d’ordreud est le nombre d'or.

Méthodes de type “Quasi Newton"

On veut généraliser la méthode de la sécante au\cas 1. Soient dongy € C'(IR™,RY). Pour éviter de
calculerDg(z(™)) dans la méthode de Newton (2.2.6), on va rempld2efz(™)) par B™ ¢ My(IR) “proche
de Dg(x(™)”. En s’inspirant de la méthode de la sécante en dimension therche une matricB™ qui, z(™)
etz("~1) étant connus, vérifie la condition :

B (x(") — x("_l)) = g(m(")) — g(m("_l)) (2.2.14)

) g@™) — g(aD
o m(") — m("—l)
ne permet pas de déterminer complétenig¥it. Il y a plusieurs facons possibles de choiBif), nous en verrons

Dans le cas olV = 1, cette condition détermine entieremesit”) : B .SiN > 1, ceci
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2.2. METHODE DE NEWTON CHAPITRE 2. SYSTEMES NON LINEAIRES
en particulier dans le cadre des méthodes d’optimisatioin ¢hapitre 4, dans ce cas la fonctigest un gradient),
nous donnons ici la méthode de Broyfleelle-ci consiste & choisB(™) de la maniére suivante z8™ etz("—1)
connus, on pos&™ = 2" — 2"~ ety (") = g(z(™)) — g(z("~V)); on supposB "1 € My (IR) connue, et

on cherche3™ € My (IR) telle que

BMn=1) — 4 (n=1) (2.2.15)

(c’est la condition (2.2.14), qui ne suffit pas & détermiBEP de maniére unique) et qui vérifie également :
BM¢ = B=V¢e  ve e RN tel que¢ L 6. (2.2.16)

Proposition 2.20 (Existence et unicité de la matrice de Brajen)
Soienty™ € RY, 6 ¢ RY et B~V € My(IR). Il existe une unique matricB™) € My (IR) vérifiant
(2.2.15)et (2.2.16), la matrice B(™ s’exprime en fonction dg™, 5(*) et B(*~1) de la maniére suivante :

Yy — Bn=1)5(n)

B — =1 | (5, (2.2.17)

() . §(n)
Démonstration : L'espace des vecteurs orthogonaud est de dimensio — 1. Soit (71, ..., yy_1) une base
de cetespace, alofs, , ..., vy_1,6(™) estune base d&’¥ etsiB(" vérifie (2.2.15) et (2.2.16), les valeurs prises

par I'application linéaire associéeR{™) sur chaque vecteur de base sont connues, ce qui déternppédéation
linéaire et donc la matricB(™) de maniére unique. Saft(™) définie par (2.2.17), on a:

(™ — Bn=1)5(n)
5(n) - 5(n)

B g — gn-15(n) (55 = ym),

et doncB(™ vérifie (2.2.15). Soit € R™ tel que¢ L §(™), alors¢ - 6™ = (5(™)t¢ = 0 et donc

(y™) — BO=Dgn)

() _ pn-1)
BYE =BT+ Ty 5w

(5(n))t§ — B(nfl)g’ VE L 5

L'algorithme de Broyden s’écrit donc :

Initialisation : 2, () ¢ RN By € My(IR)
Az (=1 et B(»=1) connus, on pose

Calcul deB(") = B(=1) 4 %(5(”)
Itérationn : résolution de B (z(+1) — (M) = —g(2(™).

Une fois de plus, l'avantage de cette méthode est de ne pasgitéet le calcul d®g(x), mais I'inconvénient est
la perte du caractére quadratique de la convergence .

4C. G. Broyden, "A Class of Methods for Solving Nonlinear Sitaneous EquationsMath. Comput19, 577-593, 1965
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2.3 EXxercices

Exercice 43 (Calcul différentiel) Suggestions en page 103, corrigé détaillé en page 105

Soit f € C2(R™, R).
1. Montrer que pour tout € IRY, il existe un unique vecteur(z) € R" tel queD f(x)(h) = a(z) - h pour tout
heR"N.
Montrer que(a(z)); = 0; f(x).

z)
2.0n pos&V f(z) = (D1 f(x),...,01f(x))t. Soity I'application définie ddR”™ dansR” parp(z) = Vf(z).
Montrer quep € C'(RY,RY) et queDyp(z)(y) = A(z)y, 0UA(x)); ; = 0F, f ().

Exercice 44 (Calcul différentiel, suite)

1. Soitf € CQ(IR2, IR) la fonction définie pa)f (z1, z2) = axq + bxe + cxi22, 0Ua, b, €tc sont trois réels fixés.
Donner la définition et I'expression def (z), V f(z),Df, D*f(x), H¢(x).
2. Méme question pour la fonctighe C?(IR*, R) définie parf(z1, zo, x3) = 27 + zxy + 9 sin(z3).

Exercice 45 (Méthode de monotonie)Suggestions en page 103, corrigé détaillé en page 105.

On suppose qu¢ € CH(IR,IR), f(0) = 0 et quef est croissante. On s'intéresse, paur 0, au systéme non
linéaire suivant déV équations dV inconnues (notées,, ..., uy) :

(Au)z = aif(uz-) + A\b; Vi € {1, Ceey N},

w=(u1,...,uy)t € RY, (2.3.18)

oUc; > 0 pourtouti € {1,...,N}, b; > 0pourtouti € {1,..., N} etA € My(IR) est une matrice vérifiant

welRY, Au>0=u>0. (2.3.19)

On suppose qu'il existe > 0t.g. (2.3.18) ait une solution, noté&"), pour\ = 1. On suppose aussi qué”) > 0.
Soit0 < A < . On définit la suitgv™) ey € RY parv® = 0 et, pourn > 0,

(Av™ D)), = a; f(v™) + \b; Vi € {1,...,N}. (2.3.20)

Montrer que la suit¢v(™),,cv est bien définie, convergente (ddR$) et que sa limite, notée(®), est solution
de (2.3.18) (et vérifi® < u < 1),

Exercice 46 (Point fixe amélioré) Suggestions en page 103,

Soitg € C3(IR, R) etT € IR tels quey(z) = 0 etg'(T) # 0.
On se donne € C'(IR, R) telle quep(T) = 7.
On consideére I'algorithme suivant :
zo € IR,
(2.3.21)
ZTpy1 = h(xy),n > 0.

g9()
g (p(z))

1) Montrer qu'’il existen: > 0 tel que sizg € [T — o, T + o] = I, alors la suite donnée par I'algorithme (2.3.21)
est bien définie ; montrer qug, — T lorsquen — +oc.

avech(z) = x —
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On prend maintenant, € I, ou« est donné par la question 1.

2) Montrer que la convergence de la suitg ), définie par I'algorithme (2.3.21) est au moins quadratique.
3) On suppose qug’ est lipschitzienne et qug/ () = 3 Montrer que la convergence de la suitg ) ,c v définie
par (2.3.21) est au moins cubique, c'est-a-dire qu'il @dst IR tel que

| Tyt — T < ez, — T3, Vn > 1.

4) Soit € R, telqueg’(x) # 0 Va € Ig =] — (,7 + S[; montrer que si on prend telle que :

g()
plz) == 29/ ()

alors la suite définie par I'algorithme (2.3.21) converge@miére cubique.

six € I3,

Exercice 47 (Nombre d'itérations fini pour Newton) Corrigé détaillé en page 106

1. Soit f la fonction delR danslR. définie par :f(z) = ¢* — 1. Pourz(®) € IR, on note(z(™),,civ la suite des
itérés construits par la méthode de Newton pour la rechefcimepoint ouf s’annule.

1.1 Montrer que pour tout®) € IR, la suite(z(™),,cy est bien définie.

1.2 Montrer que si(©) £ 0, alorsz(" 1) £ (") pour toutn € IN. En déduire que la méthode de Newton converge
en un nombre fini d’opérations si et seulemenf(@i(®)) = 0.

1.3 Montrer que :

1.3 (a) siz(® < 0 alorsz™ > 0.

1.3 (b) siz(®) > 0 alors0 < z() < 2(0),

1.4 Montrer que la suitéz(™)),,c converge lorsque tend vers I'infini et donner sa limite.

2. Soit F : RY — R une fonction contindment différentiable et strictementvaxe (N > 1) et dont la
différentielle ne s’annule pas. Sait”) € IR™ le choix initial (ou itéré 0) dans la méthode de Newton.
Montrer que la méthode de Newton converge en un nombre fipigdagions si et seulement&iz(?)) = 0.

Exercice 48 (Newton et logarithme)Suggestions en page 103

Soit f la fonction delR’, danslR définie parf(z) = In(z). Montrer que la méthode de Newton pour la recherche
de7 tel quef(Z) = 0 converge si et seulement si le choix initia?) est tel ques(?) €0, e].

Exercice 49 (Méthode de Newton pour le calcul de l'inverse) Corrigé en page 106

. R 1 .
1. Soita > 0. On cherche a calculer par I'algorithme de Newton.
a

(@) Montrer que I'algorithme de Newton appliqué a une famegi (dont-- est un zéro) bien choisie s’écrit :

z(® donné
{ 2 (D) = 20 (2 = gz(™), (2.3.22)
(b) Montrer que la suitéz(™)),,cy définie par (2.3.22) vérifie

1 .
= siz® €)o, =,
lim z(™ = a a 9
nohee —oo siz® €] — 00,0[U]=, +oo]
a
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2. On cherche maintenant a calculer I'inverse d’'une mapracda méthode de Newton. Soit doAaine matrice
carrée d’ordreV inversible, dont on cherche a calculer I'inverse.

(a) Montrer que I'ensembléL  (IR) des matrices carrées inversibles d’orfif¢ou N > 1) est un ouvert
de I'ensembleM (IR ) des matrices carrées d’ordhé

(b) SoitT I'application définie de7 Ly (IR) dansGLy(IR) parT(B) = B~!. Montrer queT’ est dériv-
able, etqueDT(B)H = —B~'HB™ .

(c) Ecrire laméthode de Newton pour calcuker® en cherchant le zéro de la fonctigle M v (IR) dans
My (IR) définie parg(B) = B~! — A. Soit B la suite ainsi définie.

(d) Montrer que la suitd3(™) définie dans la question précédente vérifie :
Id — AB"Y = (Id — AB™)2.
En déduire que la suiteB™),,cv converge versi—! si et seulement si(Id — AB(Y)) < 1.
Exercice 50 (Méthode de Newton pour le calcul de la racine)

1. SoitA € IR et f, la fonction delR dansIR définie parf,(z) = 2% — \.
1.1 Soitz(® € IR fixé. Donner I'algorithme de Newton pour la résolution dejliétionf (x) = 0.
1.2 On suppose® > 0.
(i) Montrer que la suitéz*));~, est minorée pay/\.
(i) Montrer que la suitdz(*)) >, converge et donner sa limite.

Soit N € IN* et soitA € My (IR) une matrice diagonalisable dalRs; on note);,7 = 1, ..., N les valeurs
propres ded. On suppose que; > 0 pour touti = 1,..., N.

2. Montrer qu'il existe au moins une matrigee My (IR) telle queB? = A. Calculer une telle matrice

BdanslecasolN =2etA = <(1) ;)

3. On suppose de plus quEest symétrique définie positive. Montrer qu'il existe unéque matrice
symétrique définie positivB telle queB? = A. Montrer par un contre exemple que l'unicité n’est pas
vérifiée si on ne demande pas giesoit symétrique définie positive.

Soit F I'application deM (IR ) dansM x (IR) définie parF'(X) = X% — A.

4. Montrer queF est différentiable en touX € Mxy(IR), et déterminetDF (X )H pour toutH €
My (R).

Dans la suite de I'exercice, on considére la méthode de Nepdar détermineB.

5. On suppose maintenaht > 1. On note( X (¥)) <y la suite (si elle existe) donnée par I'algorithme de
Newton & partir d’un choix initia (*) = I, o0 I est la matrice identité dét v (IR).

5.1 Donner le procédé de constructionXi€*+1) en fonction deX (¥), pourk > 0.
5.2 On note\; < --- < Ay les valeurs propres dé (dont certaines peuvent étre égalesPela
matrice orthogonale telle qué = P~tdiag A1, -+ , An)P.

(i) Montrer que pourtout € IN, X (*) est bien définie etvaut *) = P~'diag(u{*), - - , )P
ou ﬂz('k) est lek®™¢ terme de la suite de Newton associé a la foncfignavec comme choix
initial 11 = 1.

(i) En déduire que la suit& (*) converge vers3 quandk — +oc.

Exercice 51 (Valeurs propres et méthode de Newton)
Suggestions en page 103, corrigé détaillé en page 108
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Soit A € My (IR) une matrice symétrique. Soiehune valeur propre simple déetz € IR" un vecteur propre
associé t.qz - T = 1. Pour calculef\, ) on applique la méthode de Newton au systéme non linéairiR (&’
dansR ") suivant :

Ar — A x =0,

o (2.3.23)

Montrer que la méthode est localement convergente.
Exercice 52 (Modification de la méthode de NewtonSuggestions en page 103.

Soientf € C*(RY,IR"Y) etz ¢ RY t.q. f(Z) = 0. On considére, pouk > 0 donné, la méthode itérative
suivante :

— Initialisation :z(® € RY.

— Iterations : poun > 0,

2D = o) [Df () Df @) + AL D F ) f ).

[Noter que, poun = 0, on retrouve la méthode de Newton.]

1. Montrer que la suitéz(™),, <y est bien définie.
2. On suppose, dans cette question, gue= 1 et quef’(Z) # 0. Montrer que la méthode est localement
convergente em.

3. On suppose que le rang dkf(z) est égal @V. Montrer que la méthode est localement convergente en
[Noter que cette question redonne la question précédentesil .]

Exercice 53 (Convergence de la méthode de Newton&i(z) = 0)
Suggestions en page 104, corrigé détaillé en page 109

Soientf € C?(IR,R) etz € R t.q. f(Z) = 0.
1. Rappel du cours. §7(z) # 0, la méthode de Newton est localement convergenteetria convergence est
au moins d’ordre.

2. On suppose maintenant qi§z) = 0 et /() # 0. Montrer que la méthode de Newton est localement
convergente (en excluant le cag = 7...) et que la convergence est d’ordreSi on suppos¢g de classe
C3, donner une modification de la méthode de Newton donnantamescgence au moins d’ordee

Exercice 54 (Point fixe et Newton)

Soitg € C3(IR, R) etT € IR tels quey(T) = 0 etg’(z) # 0 et soitf € C'(IR, R) telle quef(T) = 7.
On consideére I'algorithme suivant :
zo € R,
(2.3.24)

ZTpt1 = h(xy),n > 0.

9(x)
avech(x) = x 7o F0)
1. Montrer qu'il existea > 0 tel que sizg € [T — o, T + o] = I,, alors la suite donnée par I'algorithme
(2.3.24) est bien définie ; montrer qug — T lorsquen — +oo (0N pourra montrer qu’on peut choisir
de maniére a ce qUé’(z)| < 1siz € 1,).
On prend maintenanty € I, ou« est donné par la question 1.

2. Montrer que la convergence de la syitg ),,c v définie par I'algorithme (2.3.24) est au moins quadratique.
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. T )
3. On suppose de plus qyeest deux fois dérivable et qyé(z) = 3 Montrer que la convergence de la suite
(zn)nen définie par (1) est au moins cubique, c’est-a-dire gu'ilexisc IR ;- tel que

|Tnt1 — | < c|x, — T3, Vn > 1.

4. Soitp € R} tel queg/(z) #0 Vzx € Ig =|T — 8,Z + 3[; montrer que si on prenfl € C' (IR, R) telle
que:

flx)=x— Q‘ngx)) six e I,

alors la suite définie par I'algorithme (1) converge de man@bique.

Exercice 55 (Variante de la méthode de Newton)
Corrigé détaillé en page 109

Soit f € C*(R,IR) etz € IR tel quef(z) = 0. Soientzg € R, ¢ € RY, A € IR }. On suppose que les
hypothéses suivantes sont vérifiées :

() zel=xo—c,x0+],

(i) |f(zo)l < 35,

(i) |f'(z) = f'(y)] < 55, V(z,y) € I?

(iv) |f'(z)| > +Vz €I
On définit la suitgz(™),,c v par :

2© = g
(n+1) — 4(n) _ f(x(n)), (2.3.25)
f'w)

x

oly € I est choisi arbitrairement.

1. Montrer par récurrence que la suite définie par (2.3.28faa z(") € I pour toutn € IN.

(On pourra remarquer que si"+1) est donné pa(2.3.25)alors z("*+1) —zy = 2(") — zy — W —

£(zo)
HOR

2. Montrer que la suitéz(™),,cy définie par (2.3.25) vérifier(™ — z| < £ et quelle converge vers de
maniére au moins linéaire.
3. Onremplace l'algorithme (2.3.25) par

20 = g,

f(z™) (2.3.26)

fry™)’

ou la suite(y(™),,cv est une suite donnée d’élémentsidéontrer que la suit¢z(™),,cn converge vers
Z de maniere au moins linéaire, et que cette convergencerdestiper-linéaire sf’(y,) — f'(z) lorsque

n — +00.

4. On suppose maintenant give> 1 et quef € C'(IR™YIR"). La méthode définie par (2.3.25) ou (2.3.26)
peut-elle se généraliser, avec d’'éventuelles modificatites hypothéeses, a la dimensigr?

x(n+1) — x(n) —

Exercice 56 (Méthode de Newton pour un systeme semi-linéajy Suggestions en page 104.
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On suppose qu¢ € C?(IR,IR) et quef est croissante. On s'intéresse au systéeme non linéairarguie N
équations dV inconnues (notées,, ..., uy) :

(Au); + cif(u;) = b; Vi€ {1,...,N},
u=(u,...,uy)’ € RV, (2.3.27)

ou A € My(IR) est une matrice symétrique définie positiug,> 0 pour touti € {1,..., N} eth; € IR pour
touti € {1,...,N}.
On admet que (2.3.27) admet au moins une solution (ceci preuil€émontré mais est difficile).

1. Montrer que (2.3.27) admet une unique solution.

2. Soitu la solution de (2.3.27). Montrer gu’il existe > 0 t.q. la méthode de Newton pour approcher la
solution de (2.3.27) converge lorsque le point de dépara dedthode, noté(?), vérifie [u — u(?)| < a.

Exercice 57 (Méthode de Steffensen)
Suggestions en page 104, corrigé détaillé en page 112

Soientf € C?(IR,R) et7 € R t.q. f(Z) = 0 et f/(T) # 0. On considere la méthode itérative suivante :
— Initialisation :z(®) € RY.
— Itérations : poun. > 0, si f(x(™) + f(z(M)) # f(z(™),

L) _ () (f(z™))?
= flz™ + fzM)) — fxm)’ (2.3.28)
etsif(z™ + f(z™)) = fa), z(+D) = ),

1. Montrer qu'il existea > 0 tel que siz(™ € B(Z, a), alorsf(z(™ + f(x(™)) £ f(z™) siz™ £ 7. En
déduire que siy € B(Z, «), alors toute la suitéz(™),,c v vérifie (2.3.28) pourvu que™ # T pour tout
n € IN.

2. Montrer par des développements de Taylor avec resteraitég’ il existe une fonctiom continue sur un
voisinage der telle que sizy € B(T, «), alors

2D 7 = q(2) (™ — ), pour toutn € N tel quez™ # T. (2.3.29)
3. Montrer que la méthode est localement convergenieadiria convergence est au moins d’ordre

Exercice 58 (Méthode de Newton-Tchebycheff)

1. Soitf € C3(IR, R) et soitz € IR tel quez = f(z) et f'(z) = f(z) = 0. Soit(z,,)ne la suite définie par :

zo € R,
PF
{ Tn+1 = f(xn) ( )

(a) Justifier 'appellation (‘P F)” de I'algorithme.

vy : _ 1
(b) Montrer qu'il existea > 0 tel que sijy — Z| < a alors|f'(y)| < 5.
(c) Montrer par récurrence surque Sizo € B(z,a) alorsz, € B(Z, 7).
(d) En déduire que la suite construite gatF') converge localement, c’est—a—dire qu'il existe un voigee

dez tel que sixy € V alorsz,, — z lorsquen — +oo. .

(e) Montrer que la vitesse de convergence de la suite catespar (PF') est au moins cubique (c’est-a-dire
qu’ il existe 3 € R tel que|z, 41 — #| < Blz, — z|* si la donnée initiale:y est choisie dans un certain
voisinage dex. On pourra utiliser un développement de Taylor-Lagrange).
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2. Soitg € C3(IR,IR), et soitz € IR tel queg(z) = 0 etg’(z) # 0. Pour une fonctioth € C3(IR,R) a
déterminer, on définif € C*(IR,IR) par f(z) = z + h(z)g(x). Donner une expression déz) et h'(z) en
fonction deg’(z) et deg”(z) telle que la méthodéP F') appliquée a la recherche d’un point fixe fleonverge
localement verg avec une vitesse de convergence au moins cubique.

3. Soitg € C°(IR, R), et soitz € IR tel queg(z) = 0 etg’(z) # 0. On considere la modification suivante (dde a
Tchebychev) de la méthode de Newton :

. 9(wn) gll(xn)[g(xn)]Q
Tptl = Ty — o () — TS (2.3.30)

Montrer que la méthode (2.3.30) converge localement etajuigdsse de convergence est au moins cubique. [On
pourra commencer par le cas gtne s’annule pas].

Exercice 59 (Méthode de la sécantelorrigé en page 2.5 page 114

Soientf € C*(R,R) etT € R t.q. f(Z) = 0 et f/(Z) # 0. Pour calculefz, on considére la méthode itérative
suivante (appelée “méthode de la sécante") :
— Initialisation :zg, z1 € IR.
, . f(zn)(xn - $n,1) . .
— ltérations : poun > 1, 41 = T, — Sl f(xn, Oetzni1 =x, Sl f(x,) =0.
p fel +1 f(wn) — f(wn—l) f( ) 7& +1 f( )

Si la suite(z,, ),en €st bien définie par cette méthode, on pgse- |x,, — T| pour toutn € IN.

1. Montrer gqu'il existes > 0 t.q. pourzg, z1 €]T — €, T + €[, xg # x1, la méthode de la sécante définit bien
une suite(z, )nen €t l'on ae,t1 < (1/2)e, pour toutn > 1. [Raisonner par récurrence : on suppose
Xy, Tn—1 €E]T — &, T + €[, &y, # xp—1 €ta, # T. Montrer, grace a un choix convenabledejue f(x,,) #
f(zp—1) et quef(z,) # 0. En déduire que:, 41 est bien défini et:,, # x,,11. Puis, toujours grace a un
choix convenable de, quee,+1 < (1/2)e,. Conclure.]

Dans les questions suivantes, on supposeaque;, €T — ¢,Z + €[, xg # x1 (¢ trouvé a la premiere
question) et que la suiter,, ),ew donnée par la méthode de la sécante vérifiez T pour toutn € IN. On
posed = (1 ++/5)/2 et on démontre que la convergence est en général d’drdre

2. Pourz # T, on définitu(x) comme la moyenne dg sur l'intervalle dont les extrémités sanet .

(a) Montrer que, 41 = eye,—1 My, pour toutn > 1, avecM,, = W|

(b) Montrer que la fonctiop est dérivable suR \ {Z}. Calculerlim, .z /().

(c) Calculer la limite de la suitéM,,),,>1 lorsquen — oco. En déduire que la suitg\/,,),,>1 est bornée.

3. SoitM > 0, M > M, pour toutn > 1 (M, donné a la question précédente). On pagse= Mey,
a; = Me; etay41 = ana,—1 pourn > 1.

(a) Montrer queMe,, < a,, pour toutn € IN.

(b) Montrer gu’il existes; €]0,¢] t.g. la suite(a,)»>1 tend en décroissant vers 0 lorsque— +o0, Si
xo,T1 E]T —e1, T+ €1].

(c) Dans cette question, on premg, 21 €]T — 1, T + 1[. Montrer qu'il existea > 0 et €]0,1[ t.q
Me, < a, < a(B)?" pourtoutn € IN (ceci correspond a une convergence d’ordre au méiOn
pourra utiliser la relation de récurrenee,,+1 = Ina, + Ina,_; pourn > 1].

(d) (Question plus difficile) Sf”(7) # 0, eny1 = enen—1M,, montrer queM,, — M, quandn — oo,
avecM > 0. En déduire qu'il existey > 0 t.q. (ee"“d — v quandn — oo (ceci signifie que la

convergence est exactement d’ordje[Considérer, par exemplg,, = Ine,,+1 — dlne,, et montrer
quef,, converge daniR quandn — oc.]

(e) Comparer I'ordre de convergence de la méthode de lattaaelui de la méthode de Newton.
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2.4 Suggestions

Exercice 43 page 96 (Calcul différentiel)

1. Utiliser le fait queD f (x) est une application linéaire et le théoréme de Riesz. Applignsuite la différentielle
a un vecteuh bien choisi.
2. Mémes idées...

Exercice 45 page 96 (Méthode de monotonie)

Pour montrer que la suitey(™),,cv est bien définie, remarquer que la matri¢eest inversible. Pour montrer
gu’elle est convergente, montrer que les hypothéses duéiméodu point fixe de monotonie vu en cours sont
vérifiées.

Exercice 46 page 96 (Point fixe amélioré)

1) Montrer qu’on peut choisitv de maniére a ce qué’(z)| < 1 siz € 1,, et en déduire qug (p(z,,) # 0 Si xg
est bien choisi.
2) Remarquer que

s =71 = (@ =)~ glan) —a(@) (2.4.31)

En déduire que

1 _
|Zp41 =T < ~|an =T sup |¢(2)] sup |¢"(2)].
£ xE€l, xE€ly

3) Reprendre le méme raisonnement avec des développenmudiedupérieur.

4) Montrer quep vérifie les hypothéses de la question 3).

Exercice 48 page 97 (Newton et logarithme)

Etudier les variations de la fonctiandéfinie par p(z) = . — xInx.

Exercice 51 page 98 (Valeurs propres et méthode de Newton)

Ecrire le systéme sous la fornf&z, \) = 0 ou F' est une fonction d&R Y ! dansR " ™ et montrer quéd F'(\, 7)
est inversible.

Exercice 52 page 99 (Modification de la méthode de Newton)

1. Remarquer que st € My (IR) et\ > 0, alorsA* A + \Id est symétrique définie positive.

2. Enintroduisant la fonctiog définie parp(t) = f(tx, + (1 —t)Z), montrer quef (z,,) = (z, — Z)g(xx), OU
glx) = fol f'(tx + (1 — t)T)dt. Montrer quey est continue.
Montrer que la suitéz,, ) e Vérifiex,, 11 — T = a,(x, — T), OU

f'(@n)g(wn)
f/(:rn)Q + by ’

ap = 1 —

et qu'il existea tel que siz,, € B(T, «), alorsa,, €]0, 1[. Conclure.
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3. Reprendre la méme méthode que dans leNcas 1 pour montrer que la suiter,,),eN Verifie x,11 — T =
D(z,)(x, —T), 00D € C(RY, Mx(IR)). Montrer queD(T) est symétrique et montrer alors qiB(z) |, < 1

en calculant son rayon spectral. Conclure par continuiténee dans le cas précédent.

Exercice 53 page 99 (Convergence de la méthode de Newtorf4iz) = 0)

Supposer par exemple qyié(z) > 0 et montrer que si, est “assez proche" dela suite(z,, ),eN €St croissante
majorée ou décroissante minorée et donc convergente. Rmirenque I'ordre de la méthode est 1, montrer que

[Zn1 =7

Iorsquen — +00.
l[n — |

Exercice 56 page 100 (Méthode de Newton)

1. Pour montrer l'unicité, utiliser la croissance flet le caractére s.d.p. dé
2. Utiliser le théoréme de convergence du cours.

Exercice 57 page 101 (Méthode de Steffensen))

1. Utiliser la monotonie d¢ dans un voisinage de

2. Développer le dénominateur dans I'expression de la emitetilisant le fait quef (zn, + f(zn)) — fzn) =
fo dt OU’I/)( ) = f(zn =+ tf(xn)) puis quef’ (xn + tf zn fO dS ou f( ) = f/(xn + tf(xn))
Developper ensuite le numérateur en utilisant le fait gyéz,,) = fo o' ( dt ouo(t) = f(tT + (1 — t)xy,), et

quef'(tT + (1 — t)x,) fo (s)ds + x(0), oux(t) = f(T+ (1 — t)n).
3. La convergence locale et I ordre 2 se déduisent des aésudle la question 2.
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2.5 Corrigés

Exercice 43 page 96

1. Par définition,’ = Df(z) est une application linéaire d&” dansIR”, qui s’écrit donc sous la forme :

T(h) = Zfil a;h; = a - h. Or 'applicationT” dépend de:, donc le vecteus aussi.

Montrons maintenant qu(z)); = d; f(x), pourl < i < N Soith® e R défini parh\”) = hé; ;, olih > 0
etd; ; désigne le symbole de Kronecker, ile; = 1 sii = j etd; ; = 0 sinon. En appliquant la définition de la
différentielle aved:(), on obtient :

fla+ ) = f(@) = Df(@)(h(D)) + |hD|e(h®),
c’est-a—dire:
@1, @i, @+ g, an) — f(@n, .. 2n) = (a(@))ih + he(hD).
En divisant par et en faisant tendrk vers 0, on obtient alors que(z)); = 0, f(x).

2. Commef € C*(R™,R), on a(9d;f(z) € C*(R"™,R), et doncy € C'(RY,IRY). CommeDy(z) est une
application linéaire d&R”™ dansIR”, il existe une matricel(z) carrée d’ordreV telle queDy(z)(y) = A(z)y
pour touty € IR™. Il reste & montrer queA(x)); ; = 02, f(x). Soith() € IR™ défini a la question préceédente,
pouri, 5 =1,...,N,ona

N

(De(@)(hD))i = (A@)hD)i = Y ain(@)hD)y = hai ().
k=1

Or par définition de la différentielle,
pi(x + 1) — gi(a) = (Dp(x)(AD)); + AP [les(hD)),
ce qui entraine, en divisant paret en faisant tendre vers 0 :0;¢;(x) = a, ;(x). Or p;(z) = 0, f(z), et donc
(A(2))ij = aij(z) = 07, f(2).
Corrigé de I'exercice 45 page 96 (Méthode de monotonie)
Montrons que la suite(™ est bien définie. Supposon$” connu; alors)("+1) est bien défini si le systéme
Av( D) = g,
ol d®) est défini par 'dl(”) = aif(vl(")) + Ab; pouri = 1,..., N, admet une solution. Or, grace au fait que
Av > 0= v > 0, la matriceA est inversible, ce qui prouve I'existence et I'unicitéude™b).
Montrons maintenant que les hypothéses du théoreme dergemee du point fixe de monotonie sont bien satis-

faites.

On poseR(A)

7 (u) = a; f(u;) + A\b;. Le systeme a résoudre s’écrit donc :
Au = RM (u)

Or 0 est sous—solution car< «; f(0) + Ab; (grace au fait qug (0) = 0, A > 0 etb; > 0).
Cherchons maintenant une sur—solution, c’est-a-diedR " tel que

@ > RM(a).
Par hypotheése, il existe > 0 etu(*) > 0 tel que

(Au); = af (W) + b,
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Comme) < petb; > 0,0na

(Au®); > o f(w™) + Ab; = BN (u).

Doncu(® est sur—solution. Les hypothéses du théoréme dont biefiées:;i et done™ — 7 lorsquen — +oo,
ouu est tel quedn = R(u).

Corrigé de I'exercice 47 page 97 (Nombre d'itérations fini par Newton)

1.1 Commef’ est définie sur touR par f'(x) = e” et ne s'annule pas, on en déduit que la suite construite par la
méthode de Newton, qui s'écrit :

n ()
i1y _ oy J@) gy e -1
T =T =
f/(x(n)) ez(n)
est bien définie.
1.2 Par définition de la suite, onzd"+1) — z(n) = —

(0 =£ 0, onaz(™*tD +£ (™ pour toutn € IN. De plus, sif (z(*)) = 0 (c.a.d. siz(®) = 0), la suite est stationnaire.
On en déduit que la méthode de Newton converge en un nombdidjérations si et seulementgiz(?)) = 0.

em(n) —1

)

= 0 ssiz(™ = 0. Donc par récurrence s, Si

O

1.3 Par définition, on az") = 2(0) — <=1 Par le théoréme de accroissements finis, on a don® : =

2O (1 — == avech €]z, 0[siz® < 0etd €0, 2O [siz® > 0.Siz® < 0,onac’ " > 1etdonc
(1) > 0. Enrevanche, si® > 0,onae~*" < ¢/~ < 1 etdoncd < (V) < (0.
1.4 On a vu a la question 1.2 quez$?) = 0 la suite est stationnaire et égale & 0. On a vu a la questiogue.3

siz(® < 0 alorsz™ > 0. Il suffit donc d’étudier le cas® > 0. Orsiz(® > 0,ona0 < 2z < 2@, Par
récurrence sun, on en déduit que si® > 0, la suite(x(”))nem est décroissante et minorée par 0, donc elle

converge. La limit¢ de la suite vérifie { = ¢ — 62_17 soit encore = 0 (unique solution de I'équatiofi(z) = 0).

el

2. Soientz(™ et 2("*1) deux itérés successifs donnés par la méthode de NewtorguelB(z(™) # 0. On a
donc:
DF(z™) (2t — (M) = —p(2™), (2.5.32)

et en particulierz("t1) = (") Or, la condition de stricte convexité pour une fonction auinnent différentiable
entraigne que :
DF(z™) (™Y — 2y < Pz — F(2™),

et donc, avec (2.5.32);(z("*+1) > 0. On montre ainsi, par récurrence syique siF (z(?)) # 0, alorsF (z(™) >
0 pourtoutn, > 0, ce qui montre que la méthode de Newton converge en un nombdé&ifpérations si et seulement
siF(z() =0.

Corrigé de I'exercice 49 page 97 (Méthode de Newton pour le tal de I'inverse)

1. (a) Soitg la fonction définie ddR* dansIR parg(z) = 1 — a. Cette fonction est continue et dérivable

pour toutz # 0, eton a ¢’ (x) = —I%. L'algorithme de Newton pour la recherche d’'un zéro de cette
fonction s’écrit donc bien :

(0) 2
{ =™ donné (2.5.33)

z( D) = (M) (2 — gg(),

(b) Soit (z(™), e définie par (2.3.22). D'aprés le théoréme du cours, on satlguwsuite(z(™),,en
converge de localement (de maniére quadratique) dans smage de%. On veut déterminer ici
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lintervalle de convergence précisément. On‘a™) = ¢(x(™)) ol est la fonction définie par d&
danslR parp(z) = 2(2 — ax). Le tableau de variation de la fonctignest le suivant :

x| o L 2
a — a

¢'(z) | + 0 - (2.5.34)

p(x) | —o0 / o N\ -0

Il est facile de remarquer que lintervalle, L[ est stable pap et quep(]L, 2[) =]0, L[ Donc si
2 €)1 2TalorszM) €]0, L[, et on se raméne au ca¥) €]0, 1.

On montre alors facilement que 8i” €]0, [, alorsz("*) > 2(" pour toutn, et donc la suite
(™), e est croissante. Comme elle est majorée @alelle est donc convergente. Séisa limite,

onal = ((2 — al), et comme > z(® > 0,onal = 1.

Il reste maintenant & montrer quex$?) €] — oo, 0[U]2, +oo| alorslim,, . 4.« (™ = —occ. On montre
d’abord facilement que si(®) €] — oo, 0], la suite(z,,),en est décroissante. Elle admet donc une
limite finie ou infinie. Appelong cette limite. Celle-ci vérifie ¢ = ¢(2 — af). Si¢ est finie, alord = 0
ou’ = 1 ce qui estimpossible cdr< z(®) < 0. On en déduit qué = —oo.
Enfin, I'étude des variations de la fonctignmontre que si:(”) €]2, 4+o00], alorsz(V)] — oo, 0[, et on
est donc ramené au cas pécédent.

2. (a) Lensemble7 Ly (IR)(IR) est ouvert car image réciproque de I'ouvilt par I'application continue
qui a une matrice associe son déterminant.

(b) LapplicationT est clairement définie d&'Ly(IR)(IR) dansGLy(IR)(IR). Montrons qu’elle est

dérivable. Soitd € GLy(IR)(IR) telle queB + H soit inversible. Ceci est vrai §iH ||| B~!|| < 1, et
on a alors, d’aprés le cours :

+oo

(B+H)™ = (BUId+B'H)) " =Y (-B'H)*B".
k=0
Onadonc: .
T(B+H)-T(B) = » (B™'H)*B™'-B"!
k=0

+oo
= ({Id+) (-B'H)" —1d)B™"
k=1

—+o0

= Y (-B'H)*B.
k=1
On en déduit que
+oo
T(B+H)-T(B)+B 'HB™' =) (-B'H)*B~".
k=2

L'application qui aHf associe- B~!HB~! est clairement linéaire, et de plus,

“+o0
IT(B+ H) = T(B)+ B HB™'| < |B7"| Y_(IB~[I1H])".
k=2

Analyse numérique |, Télé-enseignement, L3 107 Université Aix-Marseille } R. Herbin, 17 avril 2010



2.5. CORRIGES CHAPITRE 2. SYSTEMES NON LINEAIRES
Or ||B~1|||H|| < 1 par hypothése. On a donc

|T(B+ H)—T(B)— B-'\HB~!
IH||

+oo
< IBH P _UB~ I HID®
k=0
— 0 lorsque||H|| — 0.

On en déduit que I'application est différentiable et qu®7T (B)(H) = —B~*HB~ .
(c) La méthode de Newton pour la recherche d’'un zéro de |aifamg s'écrit :

Dg(B")(B"*! — B") = —g(B").
Or, d’apres la question précédentdy(B")(H) = —(B")~'H(B™)~1. Onadonc
Dg(BM)(B™ — B") = —(B") " (B™ — BY)(B") .

{ B € GLy(R)(IR),

La méthode de Newton sécrit donc :

B’ e GLy(R)(IR),
soit encore 0
BY e GLy(IR)(IR),
{ i g (2:5.36)

(d) Par définition, ona:
Id— AB"™' = Id — A(2B™ — B"AB") = Id — 2AB™ + AB"AB".
Comme les matrice&d et AB™ commutent, on a donc :
Id— AB"™' = (Id — AB™).

Une récurrence immédiate montre alors dde- AB™ = (Id — AB®)?". On en déduit que la suite
Id — AB™ converge (vers la matrice nulle) lorsque— +oo ssip(Id — AB®) < 1, et ainsi que la
suite B™ converge versi—! si et seulement gi(/d — ABY) < 1.

Corrigé de I'exercice 51 page 98 (Valeurs propres et méthodde Newton)
On écrit le systéme sous la fornt&z, \) = 0 ot F est une fonction dR "™ ™! dansR™ ™ définie par

Ax)\z)

rz-x—1

F) = Fle) = (

eton adonc B B
DF(\,7)(2,v) = ( Az Az v ) ,

2% - z
Supposons QU F(Z, \)(z,v) = 0, on a alorsAz — Az — vz = 0 et2z - z = 0. En multipliant la premiére
équation paf et en utilisant le fait quel est symétrique, on obtient :
2- AT — Xz T—vT-T =0, (2.5.37)

etcommeAz = \Z etz-Z = 1, ceci entraine que = 0. En revenant & (2.5.37) on obtient alors que— Az = 0,
c.a.d. quer € Ker(A — Mld) = IRz car \ est valeur propre simple. Or on a aussiz = 0, doncz | Z ce qui
n'est possible que si = 0. On a ainsi montré qu® f(z, \) est injective, et comme on est en dimension finie,
Df(z, \) est bijective. Dnc, d’aprés le théoréme du cours, la métdedeewton est localement convergente.
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Corrigé de I'exercice 53 page 99 (Convergence de la méthode dlewton sif’ () = 0)

Commef”(z) # 0, on peut supposer par exemglé(z) > 0; par continuité de”’, il existe doncy > 0 tel que
f'(x) < 0siz €]z —n,z[etf'(z) > 0siz €T, T + n], et doncf est décroissante siF — n, T| (et croissante sur
17,7 +n)).

Supposons €|z, T + |, alorsf’(z) > 0 et f”(x¢) > 0.

On a par définition de la suiter,, ) e,

f'(@o)(w1 —x0) = —f(xo)
f(@) — f(x0)
= f'(&)(T — x0), OU& €T, x|

Commef’ est strictement croissante S# T + n[, on af’ (&) < f'(xo) et doncz; €|z, zo|.
On montre ainsi par récurrence que la syitg),,cn Vérifie

To>T1 >T2...> Ty > Tpy1 > ... > T
La suite(z,,)n,en €st donc décroissante et minorée, donc elle convergez Saitimite ; comme
F(xn)(@ni1 — xn) = — f(xy,) pour toutn € IN,

on a en passant a la limitef(z) = 0, donca = 7.
Le casf”(T) < 0 se traite de la méme maniere.
Montrons maintenant que la méthode est d’ordre 1. Par définla méthode est d’ordre 1 si

[2ns1 — |
[0 — |

—pfelR].
Par définition de la suitér,, ) e, ONa:

f/(wn)(xn-k—l - wn) = _f(wn) (2.5.38)
Commef € C*(R) et f'(Z) = 0, il existe&,, €]7,x,| etn, €T, z,[ tels quef'(z,) = f"(&,)(zn — T) et
—f(xn) = —%f”(nn)(f — 2,,)%. On déduit donc de (2.5.38) que

1
f//(gn)(xn-kl - wn) = —§f"(77n)($n - f)a
oIt/ (60) (rns ~T) = (— fOm) + F(E))an — )
Doncw =|1- lf//(77”)| N lorsquen — +oo.
[z — 2| 2 /(&) 2

La méthode est donc d’ordre 1.
On peut obtenir une méthode d’ordre 2 en appliquant la métded\Newton §”.

Corrigé de I'exercice 55 page 100 (Variante de la méthode degwiton)

1. Onaévidemment®) = z, € I. Supposons quel™ ¢ I et montrons que("+) ¢ I. Par définition, on
peut écrire :

LnHD) _ (n) f@™) = f(o)  f(xo)
f'(y) )’
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Donc

(&) (@) — x0) — flao)
I'(y)

e SN ) B

,oug, € [zo,z(")].

On en déduit que

n+1) To = (1 B f’(§n>)( (n) $0) - f(l'O)

2(

ffly) " f'y)
Ceci entraine :
(n+1) _ _ ; / vy (n) |f(170)|
ol = gy ) = S Wl ol )
< )\%c + %A =c.
Doncz(™+1) ¢ T.
2. Ona:
(n+1) _ = () m fa™) - f@  f(®)
! o 7'®) @)
1

Dondz"Y) — z|

A
EX
g

[
il
=
S
N—

[
)
=
3

1)

Par hypothése, on a donc

n+1) i’|

A
8
2
[
B
|
>

ot

IN

On en déduit par récurrence que

2™ — 3 < = |z — 7.
2n
Ceci entraine en particulier que
™ -z
n — +o0.

Il reste & montrer que la convergence est au moins linéaira O

|x(n+1) _jl / 1((n) 1
| R, e
(D) — 7 f(z
Donc| (n),—| — 1= /()|:6—0
|z x| f'(y)
n — +o0o

La convergence est donc au moins linéaire, elle est lin&aif§z) # f'(y) et superlinéaire sf’(z) =
f'(w).

3. Le fait de remplacey pary(™) ne change absolument rien & la preuve de la convergencé&deersz. Par
contre, on a maintenant :

|$(n+1) _j| _ / g 1
B f(nn)
I f’(yn)|

Or f’(nn)njroof’(f) etdonc Sif’(y”%Hﬁmf(f) la convergence devient superlinéaire.
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4. L'algorithme pourN > 1 se généralise en :

:C(O) = X0
2D = 2 — (DF(y))~ f ().
On adonc

2 — 2o = 2™ — 20 — (DF(y)) 7 (f(z™) = f(x0)) + (DF(y)) ™" f(w0).
Or £(z(™) — £(z(®) = (1) — p(0) = / &/ (t)dt, ol

plt) = f(ta™ + (1 - 1))

etdonc
@' (t) = Df(tz™ 4+ (1 — )2 ) (2™ — (),

Donc
2+ _ .(0) —

@~ (1- s [ D)+ (1 - 0a0)ar
LI =

@ =00 ([ (P10) = Drea® + (1= 0a) )
DS (x0).

On en déduit que :
o+ - 2O <
1
1z — 2D f ()~ /0 IDf(y) = Df (tz™ + (1 = t)a*)|dt
+I(DF ) I (zo)-

Si on suppose que™ ¢ I, alorstz(™ + (1 —t)2(®) € I. Uhypothése (iii) généralisée a la dimensidh
s'écrit : .
IDf() - DI < 55 Viay) € I

si on suppose de plus que

.. &

<
(i) 1 (o) | < o et
(iv) [[(Df(z))"'| < X Vz € I, alors 2.5.39 donne que

IN

1 c
(n+1) _ ,(0) () _ 2O — 4 A\—
[ o 22 = 2 A5 +

2

IN

C.

ce qui prouve que™ 1) ¢ T.

A -y 1
On montre alors de la méme maniére qﬁéloo — z, (car||z("+D) — z| < §Hx(") —Z)).
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Corrigé de I'exercice 57 page 101 (Méthode de Steffensen)

1. Commef'(T) # 0, il existea > 0 tel quef soit strictement monotone sl¥(T, @) ; donc sif(z) = 0 et
x € B(T,a) alorsz = Z. De plus, comme: + f(x) — T lorsquex — T, il existea tel que siz € B(7, ),
alors f(z + f(z) € B(z,a). Orsiz € B(z,a), ona f(z) # 0siz # T, doncz + f(z) # = et
commez + f(x) € B(Z,a&) ou f est strictement monotone, onfdx) # f(z + f(z)) siz # Z. On
en déduit que sk, € B(T,«), alors f(x, + f(xn)) # f(zn) (Six, # T) et doncz, 4, est défini par
o (f(2n)?

n+l —

2. Montrons maintenant que la suite, ),c Vérifie :

. Ceci est une forme de stabilité du schéma).

2

Tnt1 — T = a(zy) (2, —T)° Siz, #T etz € B(T,a),

oua est une fonction continue. Par définition de la suitg) e, On a:

(f(zn))?
f(wn + f(zr)) — f(xn)

(2.5.39)

Tptl — T =Ty — T —
Soity, : [0,1] — IR la fonction définie par :

Y (t) = f(on +tf(2n))

On ay, € C2(]07 1[7]R)1 wn(o) = f(-rn) et"/}n(l) = f(xn + f(xn))
On peut donc écrire :

Fa+ @) = Fan) = 1) = 00(0) = [t 00
Cecidonne:

F(n + F(en)) — Flan) = / £+t (@) f ()t

On pose maintenadt, (¢t) = f'(x, + tf(zy)), et on écrit que,, (t) = /t &l (s)ds + £,(0).
On obtient alors : ’
1 t
Fan + 5 = S = ) [ 1) [ [ 50t ss@as+ 7] @540
0 0

Soitb € C(IR,TR) la fonction définie par :

bz) = /01 (/Ot Fla+ sf(x))ds) dt.

1
Commef € C(IR,IR), on ab(z) — §f”(f) lorsquer — T
L'égalité (2.5.40) s'écrit alors :

f(@n + f(zn)) — fzn) = (f(zn)>2b($n) + f(xn)f/(xn) (2.5.41)

Commez, € B(Z,«), on ax, € B(Z,«) etdoncf(z,) # 0siz, #T.
Donc pourz,, # T, on agrace a (2.5.39) et (2.5.41) :
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f(@n)b(zn) + f'(2n))

(2.5.42)

Tpt1] — T =Ty — T —

1
On a maintenant-f(x,,) = f(T) — f(x,) = / ¢'(t)dt ou p € C*(IR,IR) est définie parp(t) =
0

fazT+ (1 —t)x,).
Donc

ff(xn):/o FUT+ (1 = O)an)(T — zn)dt.

Soitx € C!(IR, R) la fonction définie pax(¢) = f'(tT + (1 — t)z,),
onax(0) = f'(x,) etdonc:

— F(wn) = / 1 [ / T4 (1 8)) (T — 1) + () ds(T — m} dt

Soitc € C(IR,IR) la fonction définie par

o(z) = /01 (/01t F(sT 4 (1 - s)x)ds) dt,

1
onac(z) — if”(f) lorsquer — T et :

—f($n) = C(l’)(f - xn)Q + f/(xn)(f - xn) (2543)
De (2.5.43) et(1.6.62), on obtient :

e e = c(@n)(@n —T) — f'(xn)
R M AT ENEY o
= Fenblan) + Py ()@ — o) blan)
*fl(xn)(f — zn)b(zn) + fl(zn) +c(xn)(Tn —T) — fl(zn»
On en déduit :
(Tnt1 —T) = (20 — 7)%alzy,) (2.5.44)
ou

a(z) = c()b(z)(z —7) + f'(2)b()b + c(x)
f(@) + f'(2)

La fonctiona est continue en tout pointtel que

D(z) = f(z)b(x) + f'(z) # 0.

Elle est donc continue enpuisqueD(z) = f(Z)b(T) + f'(Z) = f/(T) # 0.
De plus, commegf, f/ etb sont continues, il existe un voisinage @esur lequelD est non nulle et done
continue.
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3. Par continuité de, pour tout: > 0, il existen. > 0 tel que six € B(z,n.) alors
(1) la(z) —a(@)| <e.

Calculons
)~ LENE) T @)
f'(@)
L 14 S@)
= @O =5
Soity = min(7n;, m) ;Siz € B(Z,7), alors|a(x)| < B+ 1gracea (7), efr — 7| < ﬁ

On déduit alors de (6) que 8}, € B(z, v), alors

1
|Tnt1 — 7| < §|$n — 7.

Ceci entraine d’'une part que,+1 € B(T,v) et d’autre part, par récurrence, la convergence de la suite
(Zn)neN VErsT.
Il reste a montrer que la convergence est d’ordre 2.

Gracea (6),ona:

|Znt1 — 7|
el
n

Or on a montré a I'étape 3 queest continue et que(z) — (3 € IR. On a donc une convergence d’'ordre au
moins 2.

Corrigé de I'exercice 59 page 102 (Méthode de la sécante)

1. Supposons,,_; etx, connus.
Pour quer,, ;1 soit bien défini, il faut et il suffit quef (z,,) # f(x,—1). Or par hypotheésef’(z) # 0. On
en déduit gu’il existe un voisinage desur lequelf’ est monotone, donc bijective. Donc il existetel que
Sl Xy, Tp1 €]T — €1,T + 1], Tn # Tp-1 €ta, # T, alorsf(z,) # f(rn,—1). De méme, toujours par
injectivité def sur|z — e1,T + e1[, on af(z,) # 0.
En choisissant; et z; dans l'intervalle]z — €1, T + £1[, on a par une récurrence immédiate que la suite
(zn)nen €st bien définie.
Par définition, sif (z,,) # 0,ona:

- flaa) - f(j;)

_ Tn — Tn—1
Tn+1 —$:$n—$—7(l’n—l’)

Tn — T flan) = fl@n—)

En notant/(a, b) l'intervalle d’extrémités: etb, il existe dond),, € I(Z, z,,) et¢, € I(z,—_1,x,) tels que
f(0n) f(0n)
f(Cn) f1(Cn)

Or f’ est continue, il existe, tel quex,, ,-1 €]T — £2,T + &3], alors1 —

Tpp1 — T = (2, —Z)(1 — ),,etdonc e, = |1 — €.

~

/(Hn
'(Gn

~—

< 1/2, et donc

~

€n+1 < %en-
En posant = min(ey,e2), on a donc par récurrence le fait quezgi et 2; appartiennent a l'intervalle
|T — e, + €|, la suite(x,, ) e €St bien définie et la méthode de la sécante est localemergrgemte.
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2. (a) Par définition,

(b)

(©

enil = €n — f(xn)ff(f) (:L' — 1)
m " f(@n) = f(wn_1) " R
Donc:
(f(IL'n) - f($n71)€n+1 = enf(xn) - enf(xnfl) - f(l'n)en + f(ll'n)en,l (2545)
= _enf(xn—l) + f(wn)en—l (2546)
ey (TS (2.5.47)
€n €n—1

Or Hn) — S /@ (resp, Llns — Jzao12/))est |a valeur moyenne dg sur lintervalle

dextrem|te3r Ty (resp:p Ty 1) On en dedmtqu(af(:rn) — f(n-1)ent+1 = enen—1(ttn — tin—1),

d’ou le résultat.
(x —T)p / It

on en déduit que la fonctiom est continue et dérivable et sa dériyéevérifie :

(z =T’ (x) + p(z) = f'(2), Vo > 7.

Siz > 7, la fonctiony vérifie :

soit encore ,
p(x) = W Vo > 7. (2.5.48)
Or
pa) = —= (@)~ f@) (25.49)
= (@)~ (@) + E - 2 (@) + 5@~ 2 (@)F — 2)e(2). (2.550)

On en déduit que

w(@) = /(@) + (0~ D (@) + (@« - DP().

Et finalement, en reportant dans (2.5.48) :

1f”(JL’) + (z —T)e(x), Yz > 7. (2.5.51)

w(w) = 3

On en déduit que,’ admet une limite lorsque tend verst par valeurs positives. Le méme raison-
nement pour: < Z donne le méme résultat.

Enfin, commef € C%(IR, IR), on peut passer a la limite dans (2.5.51) et on obtient :

lim () = % (). (2.5.52)

T—T

Par définition, on a
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ou(, et&, sont compris entre,,_; etx, (par le théoreme des accroissements finis). Comme la suite
(zn)nen tend verst, commef’ est continue et grace a (2.5.52), on a :
1 " (=
lim n= = / (f)
n=tee T 2 ()
Notons que cette limite est finie cAt(Z) # 0 par hypothese. On en conclut que la SURE, ), e est
bornée.

3. (a) Larelation a démontrer est vérifiée paue 0 etn = 1. Supposons-la vérifiée jusqu’au rangOn a
par définition «a,+1 = anan—1 > Me, Me,_1. Orparla question 2a&,e,—1 = Mpent1 < Me,i1.
On en déduit que la relation est encore vérifiée au ramgl.
(b) Par définitiong; = Me; = M (x; —T), pouri = 0, 1, donc Sizg, x1 €]T —e1,T+e1[avecs; < 1/M,
alorsap < 1 eta; < 1. On en déduit alors facilement par récurrence que la siite 1, et donc que
la suite(a, )nen €St strictement décroissante. Elle converge donc versimite b qui vérifiea = a?
eta < 1. On en déduit que la limite est nulle.

(c) On posé,, = Ina, onadonc

bnt1 =by +bp—1,Vn >1 (2553)
L'ensemble de suite@,,),en Vérifiant (2.5.53) est un espace vectoriel de dimension @r Rouver
une base de cet espace vectoriel, on cherche des élémeetsedpace sous la formg = v, n > 0.
Une telle suite vérifie (2.5.53) si et seulementsi= r + 1, c.a.d.r = %\/5 Si la suite(b, )nen
vérifie (2.5.53), il existe don€' € R etD € IR tels que

1++5 1-+5
9

by, = In(ay) = C( )"+ D( 5

)"

On en déduit que,, < af%", avecd = ”2\/5, a = elPl et = eC. Notons qu’on a bied < § < 1

carC < 0 puisquéln(a,,) < 0, pour toutn € IN.
(d) Par la question 2(c) et 'hypothégé(z) # 0, on déduit queV > 0. Commee,, 1 = M,e,e,_1, ON
alne,1 =InM, +Ine, +1Ine,_1; Sionposes, =1Ine,1 —dlne, (pourn > 0, on a donc

Bn = (1—d)lne,+Ine,—1+1nhM,
= (1-d)(Bn-1+dne,—1)+1ne,_1 +Inh,
= (1-d)(Bn-1+ (1 —d)dne,_1)+1ne,_1 +1InM,.
Or (1 —d)d = —1 card est racine de I'équationt* — d — 1 = 0. On obtient donc finalement
Bn =1 —=d)Bn-1+InM,.

On pose maintenart, = C,,(1 — d)™ (obtenu par “variation de la constant€pour la solution de
I'équation homogéng,, = (1 — d)3,—1). On obtient alors

Co(1—d)"=(1—-d)Cph_1(1 —d)" ' +1nM,.

Ceci entraine :

In M,,
Cn = Cnfl + m

Donc
n

In M,
Cp=0Co+ Z a—ap
p=1

et comme la suitéM,,),en est bornée, la série de terme gén(%%j\% est convergente. Comme
(1—d)™ tend vers 0 lorsque tend vers I'infini, on en déduitqu&, — 0. Onadondne,,+1—dlne, —
0,i.e. = — 1 lorsquen — +oo.

d
€n
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(e) Lordre de convergence de la méthode de la sécanteﬁsfg—\/5 < 2, donc plus petit que I'ordre de
convergence de la méthode de Newton.
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Chapitre 3

Optimisation

3.1 Définitions et rappels

3.1.1 Définition des problemes d’optimisation

L'objectif de ce chapitre est de rechercher des minima ountema d’une fonctiory € C(IR",IR) avec ou
sans contrainte. Le probléme d’optimisation sans corteaiécrit :

Trouverz € RV tel que :
{ f(@) < fly), YyeRY. (3.1.1)
Le probléme d’optimisation avec contrainte s’écrit :
Trouverz € Ktelque:
{ f(@) < fly), VyeKkK. (3.1.2)

ouK c RV etk #RY
Si z est solution du probleme (3.1.1), on dit qu& arg mi]?fv et siz est solution du probléme (3.1.2), on dit que
R

T € argminf.
gminf

3.1.2 Rappels et notations de calcul différentiel

Définition 3.1 SoientE et I’ des espaces vectoriels normgsjne application dé” dansF etz € E. On dit que
f est différentiable en s’il existeT € L(E, F) (oUL(E, F') est 'ensemble des applications linéairesideans
F)telle quef(x + h) = f(x) +T(h) + ||h|]le(h) avecs(h) — 0 quandh — 0. L'applicationT est alors unique
etonnoteDf(x) =T € L(E, F).

On peut remarquer qu’en dimension infirliegdépend des normes associédsét F'. Voyons maintenant quelques
cas particuliers d’'espacéset F :
CasouF = RY et F = R? Soitf: RY — R?, 2 € R" et supposons qug est différentiable en ; alors
Df(z) € L(RN,IRP), et il existeA(z) € M, x(IR) telle queDf(z)(y) = Ay, Vy € RY. On confond alors
—_— =
[S313%2 c€RP

Iapplication linéaireD f (z) € L(IRYN,R?) et la matriced(z) € M, x(IR) qui la représente. On écrit donc :

0; désignant la dérivée partielle par rapport g4ame variable.
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Exemple 3.2 PrenonsN = 3 etp = 2, notonse = (z1, z2, z3)" et considérong : IR* — IR? définie par :

o= (FyA 1)

2$1 — T9

On vérifiera par le calcul (exercice) que polir== (hy, ho, h3)t,ona:
( 2x1h1 + 3$%h2 + 4172]13 )

2h1 — ho

Df(z)h =

et donc, avec les notations précédentes,
2z 323 4a3
Ax) = .
2 —1 0
CasouE =IRY,F =R C’estun sous-cas du paragraphe précédent, puisqu’ori dsinis le cap = 1. Soit
z € RY et f une fonction deF’ dansF différentiable en:; on a donc (avec I'abus de notation signalé dans le

paragraphe précéderf)f (z) € M; y(IR), et on peut définir le gradient deenz parV f(z) = (Df(z))! €
RY. Pour(z,y) € (R™)?, on adonc

N o f(x)
Df(a)y =" 0;f(w)y; = VF(x) -y UV f(x) = : e RV,
~ on f(x)

Cas ouE est un espace de Hilbert et" = IR On généralise ici le cas présenté au paragraphe précéadént. S
f + E — IR différentiable ent € E. Alors Df(z) € L(E,IR) = E’, ou E’ désigne le dual topologique de
FE, c.a.d. 'ensemble des formes linéaires continuegsiRar le théoréme de représentation de Riesz, il existe un
uniqueu € E tel queD f(z)(y) = (u|y) g pour touty € E, ou(.|.) gz désigne le produit scalaire siix. On appelle
encore gradient d¢ enx ce vecteur:. On adona: = Vf(z) € Eetpoury € E, Df(x)(y) = (Vf(z)|ly)e.

Différentielle d’ordre 2, matrice hessienne Revenons maintenant au cas général de deux espaces \sctorie
norméskE et F, et supposons maintenant qyiec C?(E, F). Le fait quef € C?(E, F) signifie queDf €
CY(E,L(E, F)). Par définition, on ? f(x) € L(E, L(E, F)) etdonc pouy € E, D?f(x)(y) € L(E,F); en
particulier, pour: € E, D?f(z)(y)(z) € F.
Considérons maintenant le cas particuliee= RY et F =IR.Ona:

feC?*RY R) < [fe CYRY,R)etVf e CHIRN, RM)].
Soitg = Vf € CY(RY,RY), etz € RY, alorsDg(z) € My (IR) et on peut définir la matrice hessienne de
f,qu'on noteHy, par : Hy(x) = Dg(x) = D(Df)(z) = (bij)ij=1..8 € Mn(R)o0ub;; = 07,f(x) oud;;

,7
désigne la dérivée partielle par rapport a la varialile la dérivée partielle par rapport a la variapl®otons que

par définition,Dg(z) est la matrice jacobienne geenz.

3.2 Optimisation sans contrainte

3.2.1 Définition et condition d’optimalité
Soit f € C(E,TR) et E un espace vectoriel normé. On cherche soit un minimum gltba) c.a.d. :
z € Etelquef(z) < f(y) Yy € E, (3.2.3)
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ou un minimum local, c.a.d. :

ztelqueda > 0 f(Z) < f(y) Yy € B(Z, ). (3.2.4)

Proposition 3.3 (Condition nécessaire d’optimalité)
Soit E un espace vectoriel normé, et soight C(F,IR), etz € E tel quef est différentiable erx. Siz est
solution de (3.2.4) alor® f(z) = 0.

Démonstration Supposons qu'il existe > 0 tel quef(z) < f(y) pourtouty € B(Z, o). Soitz € E'\ {0}, alors
sift] < mapronar 4tz € B(z,«a) (ou B(z, «) désigne la boule ouverte de ceniret de rayonx) et on a donc

f(@) < f(z 4 tz). Commef est différentiable e, on a :
f(@+1tz) = f(7) + Df(T)(t2) + [tle= (1),
oue.(t) — 0 lorsquet — 0. On a doncf(z) + tDf(z)(z) + |tle.(t) > f(z). Et pouri >t > 0,0na

- 121l
Df(z)(z) + e.(t) > 0. En faisant tendrevers 0, on obtient que

Df(z)(z) >0, Vz€E.

OnaaussDf(Z)(—z) >0 Vz € E,etdonc:—Df(z)(z) >0 Vze€ E.
On en conclut que
Df(z) =0.

Remarque 3.4 Attention, la proposition précédente donne une conditécessaire mais non suffisante. En effet,
Df(z) = 0 n'entraine pas qu¢ atteigne un minimum (ou un maximum) méme local;.éPrendre par exemple
E =1R, 7 = 0 et la fonctionf définie par :f(x) = 2 pour s’en convaincre.

3.2.2 Reésultats d’existence et d’'unicité

Théoréme 3.5 (Existence)SoitE = IR™ et f : E — IR une application telle que
(i) f estcontinue,
(i)  f(x) — +oo quand|z| — +oo.

Alors il existez € IR™ tel quef(z) < f(y) pour touty € RY.

Démonstration La condition(ii) peut encore s’écrire

VAeR, FIReR;|z| > R= f(z) > A (3.2.5)
On écrit (3.2.5) aveel = f(0). On obtient alors :

3R € R tel quefjz|| > R = f(x) > f(0).

On en déduit quénf v f = infp,, f, 00 B = {z € RY;|z| < R}. Or, By est un compact dR” et f est
continue donc il existeé € Bp tel quef(z) = infp, f et doncf(z) = infy~ f.

Remarque 3.6

1. Le théoréme est faux Bi est de dimension infinie (i.e. &l est espace de Banach au lieu He= IR"), car
si I/ est de dimension infinidiz n’est pas compacte.

2. L'hypothéséii) du théoreme peut étre remplacée par

(i5)  3be RN, IR > 0tel quelz| > R = f(z) > f(b).
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3. Sous les hypothéses du théoréme il n'y a pas toujourstémiei: méme dans le ca¥ = 1, prendre pour
s’en convaincre la fonctiorf définie deR dansIR par f(z) = 2%(z — 1)(z + 1).

Définition 3.7 (Convexité) Soit F un espace vectoriel gt: £ — IR. On dit quef est convexe si
flte+ (1 —t)y) < tf(z) + (1 —t)f(y) pourtout(z,y) € E> t.o.x # y ett € [0,1].
On dit quef est strictement convexe si
fltr + (1 —t)y) < tf(z)+ (1 —1t)f(y) pourtout(x,y) € E* t.q.x # y ett €]0,1].

Théoréme 3.8 (Condition suffisante d’unicité)Soit ¥ un espace vectoriel normé ¢t: £ — IR strictement
convexe alors il existe au plus @ne F tel quef(z) < f(y),Vy € E.

Démonstration
Soit f strictement convexe, supposons gu'il exigtetz € E tels quef(z) = f(Z) = infy~ f. Commef est
strictement convexe, §i # 7 alors

7)< 55@) + 3/(@) = it

11
fgz+35

ce qui est impossible ; dorc= .
Remarque 3.9 Ce théoreme ne donne pas I'existence. Par exemple dans ¥ casl la fonction f définie par

f(z) = €® n'atteint pas son minimumn; en effenf f = 0 et f(z) # 0 pour toutz € IR, et pourtantf est
R
strictement convexe.

Par contre, si on réunit les hypothéses des théoremes 38 ehdbtient le résultat d’existence et unicité suivant :

Théoréme 3.10 (Existence et unicitéBoit E = IR", et soitf : E — IR. On suppose que :
(@) f continue,
(i) f(xz) — +o0 quand||z| — +oo,
(iii) f est strictement convexe;

alors il existe un unique € R” tel quef(z) = ]ililjgf.

Remarque 3.11Le théoréme reste vrai (voir cours de maitrise)sest un espace de Hilbert; on a besoin dans
ce cas pour la partie existence des hypoth&sggii) et de la convexité dé.

Proposition 3.12 (1ére caractérisation de la convexitépoit £ un espace vectoriel normé (sit) etf € C*(E, R)
alors :

1. f convexe si et seulementfiy) > f(z) + D f(z)(y — x), pour tout couplez, y) € E?,

2. f est strictement convexe si et seulemerf(g) > f(z) + D f(z)(y — x) pour tout couplgz,y) € E? tel
quex # y.

Démonstration

Démonstration de 1.

(=) Supposons qug est convexe : soitr,y) € E?; on veut montrer qug(y) > f(z) + Df(z)(y — z). Soit
t€10,1],alorsf(ty + (1 —t)z) < tf(y)+ (1 — ) f(x) grace au fait qug¢ est convexe. On a donc:

fle+ily — ) = f(z) <t(f(y) — f(2)). (3.2.6)

Analyse numérique |, Télé-enseignement, L3 12 1 Université Aix-Marseille } R. Herbin, 17 avril 2010



3.2. OPTIMISATION SANS CONTRAINTE CHAPITRE 3. OPTIMISATI®

Commef est différentiablef (z +t(y — z)) = f(x)+ Df(x)(t(y —x)) + te(t) ole(t) tend vers O lorsquetend
vers 0. Donc en reportant dans (3.2.6),

e(t) + Df(z)(y — =) < fy) — f(x), Vte€]o,1].

En faisant tendrévers 0, on obtient alors :

fy) =2 Df(@)(y —x) + f ().

(<) Montrons maintenant la réciproque : S@ity) € E?, ett €]0, 1[ (pourt = 0 ou= 1 on n’arien a démontrer).
Onveut montrer qué¢(tx+ (1 —1t)y) < tf(x)+(1—1t)f(y). On pose: = tz+(1—t)y. On a alors par hypothése :

fy) > [(z) + Df(2)(y — 2),
etf(z) = f(z)+Df(2)(x—2).

En multipliant la premiere inégalité par— ¢, la deuxiéme pat et en les additionnant, on obtient :

(I =0)f(y) +tf(x) = [f(z)+ A =)Df(2)(y —2) +tDf(2)(x - 2)
A =8)f(y) +tf(x) = f(z)+DfE)(A -8y —2)+tz - 2)).

Et comme(l —¢)(y — z) + t(x — 2z) =0, onadondl — &) f(y) + tf(z) > f(z) = f(tz + (1 —t)y).
Démonstration de 2

(=) On suppose qug¢ est strictement convexe, on veut montrer (@) > f(z) + Df(x)(y — x) Siy # x.
Soit donc(z,y) € E?, x # y. On pose: = %(y — ), et commef est convexe, on peut appliquer la partie 1. du

théoréme et écrire qui(z + 2) > f(z) + Df(z)(z). On adoncf(z) + Df(z)(45%) < f(%5%). Commef est
strictement convexe, ceci entraine gfie) + D f(z)(L52) < 3(f(z) + f(y)), d’ou le résultat.
(<) La méthode de démonstration est la méme que pour le 1.

Proposition 3.13 (Caractérisation des points tels qué¢(z) = i%ff)

Soit £ espace vectoriel normé gt une fonction deZ dansIR. On suppose qu¢ € C'(E,IR) et quef est
convexe. Soit € E. Alors :

f(7) =inff < Df(z) =

En particulier siF = RY alors f(z) = inf f(z) & Vf(z) =
zeRN

Démonstration
(=) Supposons qug(z) = i%ff alors on sait (voir Proposition 3.3) quef (z) = 0 (la convexité est inutile).

(<) Si f est convexe et différentiable, d’apres la proposition 3ot2a : f (y) > f(z) + Df(z)(y — =) pour tout
y € E etcomme par hypothédef(z) = 0, on en déduit qug(y) > f(z) pourtouty € E. Doncf(z) = infg f.

Proposition 3.14 (2éme caractérisation de la convexité$oitZ = R” et f € C?(E,R). SoitH(x) la hessi-
enne def au pointz, i.e.(Hs(x));; = 07 f(x). Alors

1. f est convexe si et seulemen{si(x) est symétrique et positive pour toute E (c.a.d.Hy(z)"! = Hy(x)
etH;(z)y -y > 0 pour touty € R™)

2. f est strictement convexeBi (x) est symétrique définie positive pour taut E. (Attention la réciproque
est fausse.)
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Démonstration

Démonstration de 1.

(=) Soit f convexe, on veut montrer qué; (z) est symétrique positive. |l est clair qui& (=) est symétrique car
02, f = 02, f car f estC?. Par définition ¢ (z) = D(V f(x)) etV f € C*(RY,R"). Soit (x,y) € E?, comme
f est convexe et de clasé€, on a, grace a la proposition 3.12 :

fy) =z f(@) + V() (y — ). (3.2.7)
Soity € C?(IR, IR) définie parp(t) = f(x +t(y — x)). Alors :

) — F(@) = p(1) — p(0) = / ()t = [ (1)t — D]} / () (t — 1),

clest-adire if (y) — f(x) = ¢'(0) + [, " ()(1 — t)dt. Or ' (t) = Vf(a +t(y — x)) - (y — ), et
" (t)=D(Vf(x+tly—z)y—=x)- (y—2z)=Hp(x+tly —x)(y —z) - (y — x).
Onadonc:

fly) = f(z) =Vf(x)(y —x) + /0 Hy(x+tly —2))(y —2) - (y —2)(1 — t)dt. (3.2.8)

Les inégalités (3.2.7) et (3.2.8) entraTnegl]gl:Hf(x +it(y—x2))(y—x) - (y—x)(1 —t)dt >0Vz,y € E.Ona
donc: )
/ Hi(x+tz)z-z(1—t)dt >0 Va,Vz € E. (3.2.9)
0

En fixantz € F, on écrit (3.2.9) avee = ey, ¢ > 0,y € IR”. On obtient :

1
52/ Hi(x+tey)y - y(l—t)dt >0 Vz,y € E, Ve >0, etdonc:
0

1
/ Hf(x+tey)y-y(1 —t)dt >0 Ve > 0.
0
Pour(z,y) € E? fixé, H¢(x + tey) tend versH ¢ (x) uniformément lorsque — 0, pourt € [0, 1]. On a donc :
! 1
/ Hy(z)y-y(1—t)dt >0, C.é.dEHf(:r)y -y > 0.
0
Donc pour toutz,y) € (R™)?, H(z)y -y > 0 doncH(z) est positive.
(<) Montrons maintenant la réciproque : On suppose&uér) est positive pour tout € E. On veut démontrer

que f est convexe; on va pour cela utiliser la proposition 3.12 @btner que :f (y) > f(x) + Vf(z) - (y — z)
pour tout(z, y) € E?. Grace a (3.2.8),ona:

f6) = @) = V1) (=) + [ Hylo+tly =) —2) (=)0~
OrHs(z + t(y — x))(y — z) - (y —x) > 0 pour tout couplgx,y) € E?, etl —¢ > 0 sur[0,1]. On a donc

f(y) > f(z) + Vf(z) - (y — =) pour tout coupléz, y) € E2. La fonctionf est donc bien convexe.
Démonstration de 2.
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(<) On suppose quél;(x) est strictement positive pour toute E, et on veut montrer qug¢ est strictement
convexe. On va encore utiliser la caractérisation de lagsitipn 3.12. Soit don¢z,y) € E? tel quey # x.
Alors :

f(y)=f(x)+Vf(w)-(y—x)+/o Hy(x+tly—2)(y—2)-(y—2x) (1-1t) dt.

——
>0 sizZy #0 site]0,1]
Doncf(y) > f(z) + Vf(z)(y — ) siz # y, ce qui prouve qug est strictement convexe. n

Contre-exemple Pour montrer que la réciproque de 2. est fausse, on propasmtee-exemple suivant : Soit
N =1letf e C*(R,R), onaalorsH(z) = f”(z). Si f est la fonction définie paf(z) = z*, alors f est
strictement convexe cg’ (z) = 1222 > 0, maisf”(0) = 0.

Cas d'une fonctionnelle quadratique SoientA € My (IR), b € IRY, et f la fonction deR” dansiR” définie

par f(z) = %A:c cx—b-x. Alors f € C°°(1RN, IR). Le calcul du gradient d¢ et de sa hessienne font I'objet de

I'exercice 62 : on montre que
1
Vix)= §(A$ + Alz) —b.

Donc siA est symétriqud/ f (x) = Az — b. Le calcul de la hessienne giedonne :
1
Hy(z) = D(V{(x)) = 5(A+A").

On en déduit que st est symétriqueld ;(x) = A. On peut montrer en particulier (voir exercice 62) quel @st
symétrique définie positive alors il existe un unique R” tel quef(z) < f(x) pour toutz € IRY, et que cex
est aussi I'unique solution du systéeme linéalte = b.

3.3 Algorithmes d’optimisation sans contrainte

Soit E = R et f € C(E,IR). On suppose qu'il existé ¢ F tel quef(z) = i%ff. On cherche a calculer

(si f est de class€'!, on a nécessairemewtf(z) = 0). On va donc maintenant développer des algorithmes (ou
méthodes de calcul) du poiatqui réalise le minimum d¢.

3.3.1 Meéthodes de descente

Définition 3.15 Soientf € C(E,R) etE = R".
1. Soitz € E, onditquew € E \ {0} est une direction de descenteer'il existep, > 0 tel que

f(@+ pw) < f(2) Yp € [0, po]
2. Soitz € E, onditquew € E \ {0} est une direction de descente strictexesi s'il existepy > 0 tel que
f(@+ pw) < f(z) Yp €10, pol.

3. Une “méthode de descente" pour la recherchezdel que f(z) = i%ff consiste a construire une suite
(zn,)n de la maniére suivante :

(a) Initialisationzg € F;
(b) Itérationn : on supposey ...x, connusf > 0);
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i. On cherchew,, direction de descente stricte dg

ii. Onprendz,+1 = x, + prw, avecp, > 0 “bien choisi".

Proposition 3.16 SoientE = RY, f € C'(E,R), z € Fetw € E\ {0}; alors
1. siw direction de descente enalorsw - Vf(z) <0
2. siVf(z) # 0 alorsw = —V f(x) est une direction de descente strictezen

Démonstration

1. Soitw € E '\ {0} une direction de descente eralors par définition,
3pO > 0 tel quef(l' + p’LU) < f(’LU), vp € [Oa PO]

Soit ¢ la fonction delR dansIR définie par :p(p) = f(z + pw). On ap € CYHIR,R) ety'(p) =
V f(x+ pw)-w. Commew est une direction de descente, on peut écrir) < »(0),Vp € [0, po], et donc

Vp €]0, pol, M < 0;

en passant & la limite lorsquetend vers 0, on déduit qué (0) < 0, c.a.d.Vf(x) - w < 0.

2. Soitw = =V f(z) # 0. On veut montrer qu'il existg, > 0 tel que sip €]0, po] alors f(x + pw) < f(x)
ou encore quep(p) < ¢(0) ol ¢ est la fonction définie en 1 ci-dessus. On @' (0) = Vf(x) - w =
—|Vf(z)]? < 0. Commey’ est continue, il existgy > 0 tel que sip € [0, po] alorsy’(p) < 0. Sip €]0, po)
alorsy(p) — ¢(0) = fO” ¢ (t)dt < 0, eton adonc biep(p) < ¢(0) pour toutp €]0, py], ce qui prouve que
w est une direction de descente stricteren

|
Algorithme du gradient & pas fixe Soientf € C!'(E,IR) etE = R”". On se donng > 0.
Initialisation : zy € F,
Itérationn : x, connu,(n > 0)
Wy = — f(z2), (3.3.10)

Tptl = Ty + pWn.

Théoréme 3.17 (Convergence du gradient a pas fixe§oientE = R” et f € C''(F,R) On suppose que :
1. Ja > 0telque(Vf(z) — V£(y)) - (x —y) > allz —y||% V(z,y) € E?,
2. 3M > 0telque|Vf(z) — VI(y)|| < M|z —y||,V(z,y) € E?,
alors :
1. f est strictement convexe,
2. f(z) — 400 quand|z| — +oo,
3. ilexiste un etun seul € E tel quef(z) = i%ff (conséquencede 1. et 2.),

. 2 . .
4. si0<p< MO; alors la suite(z,, ), construite pan3.3.10)converge vers: lorsquen — +oo .

La démonstration de ce théoréme fait I'objet de I'exercie 6

Analyse numérique |, Télé-enseignement, L3 125 Université Aix-Marseille } R. Herbin, 17 avril 2010



3.3. ALGORITHMES D’'OPTIMISATION SANS CONTRAINTE CHAPITRB. OPTIMISATION
Algorithme du gradient a pas optimal L'idée de I'algorithme du gradient a pas optimal est d’essalg calculer

a chaque itération le parameétre qui minimise la fonctiorsdadirection de descente donnée par le gradient. Soient
feCY E,R)etE =1IR"Y, cet algorithme s’écrit :

Initialisation : zo € RY.
Itérationn : x, connu
On calculew,, = -V f(z,,).
On choisitp,, > 0 tel que
f(xn + pnwn) < f(n + pwn) Vp > 0.
On poser,+1 = Ty + PrWy.

(3.3.11)

Les questions auxquelles on doit répondre pour s’assuitgiedifondé de ce nouvel algorithme sont les suivantes :
1. Existe—t-ilp, tel quef(z, + prwy) < f(zn + pwy), Yo >07?
2. Comment calcule—t'op,, ?
3. Lasuite(z, ), construite par I'algorithme converge—t—elle ?

La réponse aux questions 1. et 3. est apportée par le thésrevaat :

Théoreme 3.18 (Convergence du gradient a pas optimal)
Soitf € C*(RY,IR) telle quef(z) — +oo quand|z| — +oco. Alors :
1. La suite(x, )nen st bien définie par (3.3.11). On choigjt > 0 tel quef(x,, + phwy) < f(zn + pwy)
Vp > 0 (p, existe mais n’est pas nécessairement unique).
2. Lasuite(x,)nen €st bornée et dir,, ) e €St une sous suite convergente,i.g, — x lorsquek — +oo,
on a nécessairemeRtf(z) = 0. De plus sif est convexe on #(x) = inf f
R

3. Sif est strictement convexe on a alars — Z quandn — +oo, avecf(z) = injgf
R

La démonstration de ce théoréme fait I'objet de I'exercise@n en donne ici les idées principales.

1. On utilise I'hypothésg () — +oo quand|z| — +oo pour montrer que la suiter, ),c construite par
(3.3.11) existe : en effet, &, connu,

lercas:sWV f(z,) =0, alorsz,4+1 = z,, etdoncr, = z, Vp > n,
2eme cas: sV f(z,,) # 0, alorsw,, = V f(z,,) est une direction de descente stricte.
Dans ce deuxieme cas, il existe dgndel que

f(xn + pwn) < f(-rn)v Vp E]Oa PO]- (3312)

De plus, commev,, # 0, |z, + pw,| — 400 quandp — +oo et doncf(z, + pw,) — +oo quand
p — +oo. Il existe doncM > 0 tel que sip > M alorsf(x,, + pw,) > f(x,). Onadonc:

pgﬁﬁf(x pwn) pel[gM]f(x pwn)

Comme|0, M| est compact, il existg,, € [0, M] tel quef(z,, + prwy,) = i[lng]f(xn + pw,,). De plus
p€[0,

onagrace a (3.3.12) qug > 0.

2. Le point 2. découle du fait que la suitg(z,)).cn est décroissante, donc la su(te, ),,cn est bornée (car
f(z) = 400 quand|z| — 4o0c). On montre ensuite que 8j,, — « lorsquek — +oco alorsVf(z) = 0
(ceci est plus difficile, les étapes sont détaillées damsit@ce 65).
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Reste la question du calcul g@g. Soit la fonction delR ;. dansIR définie par (p) = f(x, + pw,). Comme

pn > 0etp(pn) < p(p) pourtoutp € IR, onanécessairemept(p,) = V f(x,+pnwy)-w, = 0. Considérons
le cas d’une fonctionnelle quadratiqiie, f(z) = 1 Az -z —b- z, A étant une matrice symétrique définie positive.
AlorsV f(x,) = Az, — b, etdoncV f(z,, + ppwy) - wy, = (Azy, + ppAw, —b) - w, = 0. On a ainsi dans ce cas

une expression explicite ¢, :

(b— Axy,) - wy,
Aw, - wy,
(en effet,Aw,, - w,, # 0 car A est symétrique définie positive).
Dans le cas d’'une fonctiofigénérale, on n’a pas en général de formule explicite pQun peut par exemple le
calculer en cherchant le zéro déepar la méthode de la sécante ou la méthode de Newton. ..
L'algorithme du gradient a pas optimal est donc une méthagenthimisation dont on a prouvé la conver-
gence. Cependant, cette convergence est lente (en génégitd), et de plus, I'algorithme nécessite le calcul
du paramétre,, optimal.

Pn =

)

Algorithme du gradient a pas variable Dans ce nouvel algorithme, on ne prend pas forcément le garam
optimal pourp, mais on lui permet d'étre variable d’'une itération a I'eutr'algorithme s’écrit :

Initialisation : zo € R™Y.

Itération : On suppose,, connu ; soitw,, = =V f(xz,,) ou : w, # 0
(siw,, = 0l'algorithme s’'arrété. (3.3.13)
On prendp,, > 0 tel quef(z, + prwy) < f(zn).
On poser,+1 = Ty + pPpWn.

Théoreme 3.19 (Convergence du gradient a pas variable)
Soitf € C*(IRY,IR) une fonction telle qué(x) — +oco quand|z| — +oc, alors :
1. On peut définir une suiter,, ) e par (3.3.13).
2. La suite(x,,)nen est bornée. Si,, — x quandk + oo et siVf(z,,) — 0 quandn — +oc alors
Vf(x) = 0. Side plusf est convexe on f(x) = inf f
IR,N

3. SiVf(z,) — 0 quandn — +oo et si f est strictement convexe alats — T et f(Z) = in]f[f.
R

Démonstration : Elle est facile a partir de la démonstration du théoremeédatéat : reprendre en I'adaptant
I'exercice 65.

3.3.2 Algorithmes du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué a été découverte en 1952gstemes et Steifel pour la minimisation de fonc-
tionnelles quadratiques, c’est-a -dire de fonctionnelketa forme

1
f(:c):§Ax-x—b-x,

o0 A € My (IR) est une matrice symétrique définie positiveret IR”. On rappelle (voir section (3.2.2) et
exercice (62)) qug(z) = inf f < Az =b.
IRN

Définition 3.20 (Vecteurs conjugués)SoitA € My (IR) une matrice symétrique définie positive,
1. Deux vecteurs etw delR™ \ {0} sont ditsA-conjugués siv - w = w - Av = 0.
2. Une famille(w™,...,w®) de R" \ {0} est dite A-conjuguée siv) - Awl) = 0 pour tout couple
(i,5) € {1,...,p}* tel quei # j.
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Proposition 3.21 Soit A € M y(IR) une matrice symétrique définie positive;!), ... w®)) une famille de
RY, alors :

1. silafamille(w™, ..., w)) estA-conjuguée alors elle est libre ;

2. dansle cas op = N, si la famille (w(), ..., w®)) estA-conjuguée alors c’est une base " .
Démonstration : Le point 2. estimmédiat dés qu’on a démontré le point 1. Ssppedonc quéw® ..., w®))

.....

qued? | aw® = 0,0onadond>? | a;w® - Awl) = 0 et donca;w) - Awl) = 0. Orw - Awl) #£ 0
carw\) # 0 et A est symétrique définie positive. On en déduit gye= 0 pourj = 1,...,p. La famille
(wM, ... wP) estdonc libre.
Proposition 3.22 Soit A € My (IR) une matrice symétrique définie positives IR et f une fonction définie
1 . P

deR”" dansR" par f(z) = §Az -z — b - z. On suppose que la suite(™),, est définie par :

Initialisation  z(® ¢ RY

Itérationn D = () 4 5w o

1) w(™ + 0 est une direction de descente strictezét)

2) p», est optimal dans la direction(") .
Sila famille(w(®, ..., w®™~1) est une familled-conjuguée alors:(M) = 7 avecAz = b.

Démonstration Soitw(™ direction de descente stricte efi") et p,, optimal dans la direction(™ ; alorsp,, > 0
etV f(z+tD) . w =0, c’est-a-dire
(Azm+D) —p) . w™ =0 (3.3.14)

On va montrer que

Comme(w®, ..., w™¥-1) est une base d&", on en déduit alors qudz) = b, c'est-a-direz™) = z.
Remarquons d’abord grace a (3.3.14) gde™) — b) - w(N =1 = 0. Soit maintenant < N —1.On a:

Az —p= AWV Y 4 oy qw™ ) — b= AWV —p 4 oy A,
On a donc en itérant,
Ax(N) —b= A$(p+1) —b+ prlAw(Nil) + ...+ pp+1Aw(p+1), Vp >1

. On en déduit que

N—-1
(Az™) —p) . w® = (AzP+D —p) . ) 4 Z (pi Aw; @),
Jj=p+1
Comme les directions; sont conjuguées, on a dofdz(™) — b) - w® = 0 pourtoutp = 0..., N — 1 et donc
Az(N) = p, [
Le résultat précédent suggére de rechercher une méthodaueisation de la fonction quadratiqyéselon le
principe suivant : Pour(© ... 2" connusw(®, ..., w1 connus, on cherche™ tel que :
1. w™ soit une direction de descente stricteié®,
2. w(™ soit A-conjugué avea?) pour toutp < n.

Si on arrive & trouvew™ on prend alors:("+t1) = z(™ 4 p (™ avecp, optimal dans la directiom™). La
propriété précédente donn€¥) = 7 avecAz = b.
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Définition 3.23 (Méthode du gradient conjugué) SoitA € My (IR) une matrice symétrique définie positive,

1
be]RNetf(ac)zaAac-x—b-x.

Initialisation
Soitz(® € RY, etsoitr(® = b — Az = -V f(2(©).
1) Sir(® =0, alors Az(®) = b et doncz(®) = z,
auquel cas l'algorithme s’arréte.
2) Sir(® £ 0, alors on posev(®) = () et on choisitp, optimal
dans la directions(9).
On pose alorg:™") = 20 4 pyw(©@,

Itération 1 <n< N -—1: (3.3.15)
On suppose?, ... 2 etw® .. w™1 connus eton pose
) =p— Az,

1) Sir(™ = 0onadz™ = bdonca™ =z

auquel cas l'algorithme s’arréte.

2) Sir(™ £ 0, alors on posev(™ = r( 4+ X\, w1
avech,_; telque  w™ . Aw™=1D =0,

et on choisitp,, optimal dans la directiony(") ;

On pose alorg:(" 1) = 2™ 4+ p (),

Théoréme 3.24Soit A une symétrique définie positivé,c My (IR),b € RY et f(z) = §Aac -x —b-xalors

(3.3.15)définit une suitéz™),—._, avecp < N telle quer™N) = z avecAz = b.

.....

Démonstration

Initialisation Si r(®) = 0, alors Az(®) = b et doncz(®) = z auquel cap = 0. Sir(® # 0, commew® =

@ =b— Az = —Vf(@®), w©® est une direction de descente stricte ; il existe danqui minimise la

fonction ¢ définie delR dansIR par¢(p) = f(z(©) + pw(®). La valeur dep, est obtenue en demandant que

0) ., .(0

¢'(p) = 0, ce qui donne py = %. Lélémentz(M) = z(0 1 pyw(® est donc bien défini. Notons que
w sw

r = Az —p =70 — py Aw®, et doner® - w(® = 0.

[tération n

On suppose?, ...,z etw® ... w™ connus, et on pose™) =b— Az,

Sir(™ = 0alorsAz(™) = b et doncz(™ = z auquel cas I'algorithme s’arréte gt= n.
Sir(™ £ 0, on posew™ = ™ 4 \,_jw™ D, Commew™Y #£ 0, on peut choisir\,_; tel quew™ -
Aw™=1 =0, ca.d.(r™ + \,_jw™ V). Aw=Y = 0, en prenant

#(0) . A1)

An-1 = T w1 . A1)

Montrons maintenant que(™) est une direction de descente stricteréh. On a:

w™ (=Y ™) = "+ Aw™Y) (=Y (™))
= (V™) + Anc1wn1) - (=Vf(zn))
V£ = Apoqw™™D -V f ().

Orw™=bY . v f(z™) = 0 carp,_; estle paramétre de descente optimak&h ) dans la directions® ), on

adonc:
—w™ - Vf(@) = [VF )2 = [rO > 0
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ceci donne quev(™ est une direction de descente stricte#h On peut choisip,, > 0 optimal enz(") dans la
directionw(™, et le calcul dep,, (similaire & celui de I'étape d'initialisation) donne

(n) . qp(m)
T w
On peut donc bien définir"*+1) = z(") + p (™). Remarquons que ce choix dg entraine que

) (= = 0. (3.3.17)
Pour pouvoir appliquer la proposition 3.22, il reste & mengue la famillew©, . .., w(™ estA-conjuguée. Ceci
est 'objet de la proposition 3.26 qui suit. Grace a cettgopsition, on obtient que i # 0,n =0,..., N —1,
la famille (w(®, ..., w™¥—1) est donc4-conjuguée, eir(™) est une direction de descente strictec€h pour tout
n < N — 1. On en déduit par la proposition 3.22 qué") = z. "

La démonstration de la proposition 3.26 que I'on vient disgr se fait par récurrence, et nécessite les petits
résultats préliminaires énoncés dans le lemme suivant :

Lemme 3.25 Sous les hypothéses et notations de la définition 3.23, on a :

() . ()
P = ) A (3.3.18)
=D 4 gy AwY, (3.3.19)
(™= =, (3.3.20)

(n) . ()
An—t = (3.3.21)

Ty (1)’

Démonstration :
1. Commep,, est le paramétre optimal dans la directiof?), on sait (voir (3.3.16)) que

) )
P = A0 - wm

Or par définitionw™ = () + X, 1w~V et doncw™ - 7™ = r() . p(0) 1 XD . () || ne reste
plus & remarquer que” Y . (™ = 0 en raison de I'optimalité de,,_; (voir (3.3.17)). On en déduit que

() . p(n)

P = ) A

2. Par définitionz(™ = 2=V 4+ p, 1wV donc Az(™ = Az("=D + p._ 1 Aw(=Y, ce qui entraine
74(77’) = 74(77’_1) + pn_lAw(n_l)_

3. Par définition, et grace a (3.3.19),on a:
p(M) (=) — i) i) g1 ).
Orw(=1) = p(r=1 L X w2 etdoncr" V) = w1 — X\, ;w2 On en déduit que
p(0) L p(n=1) (1) 1) () i) A gy (ne2).

Or Aw™=1 . (»=2) = g et par (3.3.18), on a1V . p(»=1) — p | A= . qy(n=1) =0,
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4. Par définition,

fr(n) . Aw(nil)

A1 = = D AT
Orpar (3.3.19),0na:
Aw™=D — L(r(n—l) _ T(n)).
Pn—1
On conclut grace a (3.3.20) et (3.3.18). [

Proposition 3.26 Sous les hypothéses et notations de la définition 3.23; soilN tel quel < n < N, sir(9 # 0
pour0 < ¢ < n, les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. r™ . w@ =0,¥g=0,...,n—1,

2. Vectr©@ ... r(™) =Vec(r© ... A"r©),
3. VeC(w(O), o w(")) = Vec(r(o), e A"T(O)),
4. w™ . Aw @D =0,Yg=0,...,n—1,

5. 0. 0@ =0,Vg=0,...,n—1,

ol Vect(w®, ..., w™) désigne I'espace vectoriel engendré par les vected?s, ... w™). En particulier, la
famille (w®, ..., wN=1) est A-conjuguée.

L'espace Vedt(?), ..., A"r(9)) est appelé espace de Krylov.

Démonstration :

On démontre les propriétés 1. a 5 par récurrence.
Etudions tout d’abord le cas = 1. Remarquons que!) - w(®) = 0 en vertu de (3.3.17) (on rappelle que cette
propriété découle du choix optimal @g).
Onagrace a (3.3.19):
PO = () g0 4@ = () _ 5 Ap(©)

carw® =79, Onadondect(r®,r()) = Vect(r(®, Ar().
De plus, commev©® = r(© etw® =+ 4 \;w® ona

Vect(r®,rW) = Vect(w®, w®).

On en déduit que 2. et 3. sont vraies pout 1.
Enfin, on a bienv™ - Aw(® = 0 carw® etw sont conjuguées, et® - (1) = 0 en vertu de (3.3.20).

On a ainsi montré que les propriétés 1. a 5. sont vérifiéesmnra- 1. Supposons maintenant que ces propriétés
soient vérifiées jusqu’au rang et démontrons qu’elles le sont encore au rang1.
1. En vertu de (3.3.19), et par les hypotheses de récurremtell on a :

r D) (@ = () (@A™ D =0, Vg <n— 1.

De plus, (3.3.20) entrainé”t1) . (") =0
2. Montrons quéVect(r@, ¢+ D) = Vect(r(O, Ar©) | A+D0)) Pour ce faire, commengons
par remarquer que

() € Veet(r® Ar(@ ) AHD0))

En effet, en vertu de (3.3.19), on a1 = (") — 5 Aw(™) et par hypothése de récurrence, on a

rm e Vect(r(o),Ar(O) A0 etw™ e Vect(r(o)7 Ar© ,A"r(o)).
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Montrons maintenant qué” () ¢ Vect(r(, +(1) . r+D) Commer™*tD € Vect(r©), Ar(0) . A+1)50))
il existe une famillg(a ) k—o,... .n+1 telle que

n+1 n
Pt Z OzkAkT(O) _ ZakAkT(()) + Oén+1An+1T(0)'
k=0 k=0

Or gréce a la propriété 1. on sait guiet!) - (@) =0, Vg < n, et doner™®*D & Vect(w®,w™® ... w(™). On
a doncay, 11 # 0, et on peut donc écrire

L(7"(n+1) — Z ozkAkT(O)) € Vect(r(o),r(l) . ,r("Jrl)),

On41 k—0

AnJrlT(O) _

par hypothése de récurrence.
3. Montrons maintenant que

Vect(w®, w® . wm* ) = Veet(r®, Ar(® . An+1:0),

Oona :w™th =+ 1 )\ (™) Or on vient de montrer que
) e Veet(r®, Ar(® . A0,

et par hypothése de récurreneé€?) € Vect(r(®, Ar(® ... A™+() Onadoncbiem ™tV ¢ Vect(r(®, Ar® . An+1(0),
Montrons que réciproquement? 1)) € Vect(w®,w™ ... w™*t1)). On a montré en 2. que

A1) L(r(nﬁ-l) =3 apdkr©),
Q1 =0

Orr( 1) =+ — N w™ € Vect(w®,w® ... w+D), et

Z ap AFr0) e Veet(r® r@ 1)) = Vect(w @ w® .. w™),
k=0

par hypothése de récurrence. On en déduit que
A O e Veet(w® w® L. w™).

4. On veut maintenant montrer qué™+?) - Aw(® = 0, Vg < n. Pourq = n, cette propriété est vérifiée en raison
du choix dew™*+b (conjuguée avew(™). Pourg < n, on calcule :

wt D L A @ = (D) 4@ A ™ A D, (3.3.22)

Or w(™ . Aw(@ = 0 pour toutg < n — 1 par hypothése de récurrence. De plus, toujours par hypothes
récurrencew? € Vect(r®, Ar(9 . A9r(0) et donc

Aw D e Veet(r®, Ar©® | A0 = Veet(w®, w®) ... wltD),

)

On a montré en 1. qué™ ) . w(*) = 0 pour toutk < n, on a done-("*1) . Aw(9 = 0, et en reportant dans
(3.3.22), on obtient donc que™t1) . Aw(? = 0 pour toutg < n.
5. Il reste & montrer que™ 1) . (@) = ( pour toutg < n. Pourg = n, on 'a démontré dans le lemme 3.25. Pour
g<n—1,0ona

P+ @) () \ A @) — ) (@) 4 ),

Or (™ . (@ = 0 par hypothése de récurrence &b - (@) = (") . Ar(@) ; or Ar(@D € Vect(r®, ... r(@ et
w™ . (k) = 0 pour toutk < n — 1 par hypothése de récurrence 1. On en déduit§te!) - (@ = 0.
Ceci termine la démonstration de la proposition (3.26).

|
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Remarque 3.27 (Gradient conjugué préconditionné)

F(0) () () ()
T ) CLAUEPn = e
On peut calculer le nombre d’opérations nécessaires polouter z (c.a.d. pour calculer:"), sauf dans le cas
miraculeux oY) = z pourn < N) et montrer (exercice) que :

1.0navuque,,_; =

Nye = 2N? + O(N?)

. N3 , o
On rappelle que le nombre d’opérations pour Choleski-est donc la méthode n’est pas intéressante comme
méthode directe car elle demande 12 fois plus d’opératiares@holeski.

2. On peut alors se demander si la méthode est intéressammeanéthode itérative, c.a.d. si on peut espérer que
z(") soit “proche dez" pour “n < N". Malheureusement, si la dimensidn du systéme est grande, ceci n’est
pas le cas en raison de I'accumulation des erreurs d’arroficést méme possible de devoir effectuer plus\de
itérations pour se rapprocher de Cependant, dans les années 80, des chercheurs se sons ietpte que ce
défaut pouvait étre corrigé a condition d’utiliser un “prénditionnement". Donnons par exemple le principe du
préconditionnement dit de “Choleski incomplet".

On calcule une “approximation” de la matrice de Choleskidles.a.d. qu’on cherchéd. triangulaire inférieure
inversible telle qued soit “proche” de LL?, en un sens a définir. Si on poge= L'z, alors le systémelz = b
peut aussi s'écrird, "L A(LY) "1y = L~1b, etle systeméL!)~ 1y = x est facile a résoudre cak! est triangulaire
supérieure. SoiB € My (IR) définie parB = L~1A(L!)~!, alors

Bt — ((Lt)fl)tAt(Lfl)t _ L*lA(Lt)fl — B
et doncB est symétrique. De plus,
Br-x=L1'AULY oo = ALY e (L) 2,

etdoncBz-x > 0siz # 0. LamatriceB est donc symétrique définie positive. On peut donc applitalgorithme
du gradient conjugué a la recherche du minimum de la foncfiokéfinie par

1 _
fly)=5By-y—L - y.

On en déduit I'expression de la suitg™),,ev et donc(z(™),,cn.
On peut alors montrer (voir exercice 70) que 'algorithmeghadient conjugué préconditionné ainsi obtenu peut
s'écrire directement pour la suit(ez:(">)nem , de la maniére suivante :

Itération n On poser™ = b — Az("),
on calcules(™ solution deL Lts(™) = (7).,

S St =8 A,
sin=24) . pin=

s . p(n)

On pose alors\,,_| =

Le paramétre optimap,, a pour expression p,, = Tt oG €ton pose alorg (1) = 2" 4 p (™),

w - W
Le choix de la matricd peut se faire par exemple dans le cas d’'une matrice creusffectuant une factorisation
“ LL™ incompléte, qui consiste a ne remplir que certaines diadeside la matricd. pendant la factorisation, et

laisser les autres a 0.

On peut généraliser le principe de I'algorithme du gradeemjugué a une fonctiofi non quadratique. Pour cela,
on reprend le méme algorithme que (3.3.15), mais on adaptddal de),,_; etp,,.
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[tération n :
Az© 2 etw®, . w™ D connus, on calcule™ = —V f(z(™).
Sir(™ =0 alorsAz(™) = b et doncz(™) = z auquel cas I'algorithme s’arréte.
Sir(™ =0, on posew™ = ™ + \,_;w™=Y ou \,_; peut étre choisi de différentes maniéres :
1lére méthode (Fletcher—Reeves)
F() ()

T pn1) (1)’

)\nfl

2éme méthode (Polak—Ribiére)
(r(n) — r(n_l)) . r(n)

r(nfl) . r(nfl)

)\nfl =

On pose alorg(™ Y = z(™ 4 p w(™ ol p, est choisi, si possible, optimal dans la directioft).
La démonstration de la convergence de I'algorithme de R&ldkere fait I'objet de I'exercice 71 page 154.

En résumé, la méthode du gradient conjugué est trés effieatele cas d’une fonction quadratique a condition
de I'utiliser avegréconditionnement. Dans le cas d’'une fonction non quagmtle préconditionnement n’existe
pas et il vaut donc mieux la réserver au casgetit".

3.3.3 Meéthodes de Newton et Quasi—Newton
Soitf € C2(RY,R) etg = Vf € C*(RY,R"). Onadans ce cas :

fl@) = inff = g(x) 0.

Si de plusf est convexe alors on@z) = 0 = f(z) = inf f. Dans ce cas d’équivalence, on peut employer la
R

méthode de Newton pour minimisgren appliquant I'algorithme de Newton pour chercher un zérg & V.
OnaD(Vf) = H; ouH¢(x) estla matrice hessienne deenx. La méthode de Newton s’écrit dans ce cas :

{ Initialisation z(? € R™, (3.3.23)

Itérationn Hp(zM) (=) — () = v f(z(™).

Remarque 3.28 La méthode de Newton pour minimiser une foncifaonvexe est une méthode de descente. En
effet, siH;(x,) est inversible, on a1 — 2" = [H ()]~} (~V f(2(™)) soit encorer"+1) = z(™) 4
pnw™ olp, = 1etw™ = [Hy(x™)]71(=V f(z(™)). Si f est convexel ; est une matrice symétrique positive
(déja vu). Comme on suppo&g (z(™)) inversible par hypothése, la matri¢é; (+(™)) est donc symétrique définie
positive.

Doncw(™ est alors une direction de descente stricte$t) # 0 (doncV f(z(™) # 0). On en déduit que

—w™ - Vf@@™) = [H @) V™) - V™) >0

ce qui est une condition suffisante pour qui& soit une direction de descente stricte.
La méthode de Newton est donc une méthode de descente@vee —H ;(z(™)(V f(z(™)) etp,, = 1.

On peut aussi remarquer, en vertu du théoréme 2.16 page®8i fie C*(IR",IR), siz est tel queV f(z) = 0
etsif;(z) = D(Vf)(z) estinversible alors il existe > 0 tel que sixy € B(Z,¢), alors la suitdz(™),, est bien
définie par (3.3.23) et(™ — z lorsquen — +oo. De plus, d’aprés la proposition 2.14, il existe> 0 tel que
lo(*tD) — 7| < Bl2™ — z| pour toutn € IN.

Remarque 3.29 (Sur I'implantation numérique) La convergence de la méthode de Newton est tres rapide, mais
nécessite en revanche le calculHe(x), qui peut s’avérer impossible ou trop colteux.
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On va maintenant donner des variantes de la méthode de Ngwiténitent le calcul de la matrice hessienne.

Proposition 3.30 Soientf € C'(R™,R), = € R tel queVf(z) # 0, et soitB € My(IR) une matrice
symétrique définie positive ; alots = — BV f(z) est une direction de descente strictezen

DémontrationOna :w-V f(z) = =BV f(z)-Vf(x) < 0 carB est symétrique définie positive®tf () # 0 donc
w est une direction de descente stricteceBn effet, soitp la fonction deR dansIR définie parp(p) = f(x+ pw).
Il est clair quep € CHIR,R), ¢'(p) = Vf(z + pw) - wety'(0) = Vf(z)-w < 0. DoncIpy > 0 tel que
@' (p) < 0sip €]0, po[. Par le théoréme des accroissements finip) < ¢(0) Vp €]0, po[ doncw est une
direction de descente stricte. (]

Méthode de Broyden Lapremiére idée pour construire une méthode de type quagioNest de prendre comme
direction de descente er™ le vecteurw™ = —(B™)~1(V f(2(™)) ou la matriceB™) est censée approcher
Hy(z™) (sans calculer la dérivée secondefgeOn suppose (™, z("~1 et B(~1 connus. Voyons comment
on peut détermineB(™ . On peut demander par exemple que la condition suivanteatisfaite

V(™) = Vi) = BMW (g — zn=D), (3.3.24)

Ceci est un systeme & équations etV x N inconnues, et ne permet donc pas de déterminer entierement |
matrice B(™) si N > 1. Voici un moyen possible pour déterminer entieremBfit), di & Broyden. On pose
s = g _ (=1 "on suppose que™ # 0, et on posg/™ = V f(x(")) — V f(z,_1). On choisit alorsB (™)

telle que :

(m) g(m) _ ()
{B ST =y (3.3.25)

BMg = BMn—Dg Vg | s

On a exactement le nombre de conditions qu’il faut avec 28)our déterminer entiéremeBt™). Ceci suggére
la méthode suivante :
Initialisation Soientz(®) ¢ R etB(®) une matrice symétrique définie positive. On pas® = (B("))~1(-Vf(z(®));
alorsw(®) est une direction de descente stricte sat {z(*)) = 0.
On pose alorg™® = 20 4 p)() o0 p(®) est optimal dans la directian(©).
Itération n On suppose:™, 2(*~1) et B(»~1) connus,(n > 1), et on calculeB™~1) par (3.3.25). On pose
w™ = —(BM)=1(V f(2(™)). On choisitp™ optimal enz(™) dans la directiom"), et on pose:(**+1) =
Le probléme avec cet algorithme est que si la matriceB&&t 1) symétrique définie positive, la matrid&™ ne

I'est pas forcément, et donc™ n’est pas forcément une direction de descente stricte. Qlona modifier cet
algorithme dans ce qui suit.

Méthode de BFGS La méthode DFGS (de BroydgrFletchef, Goldfarl? et Shannt) cherche a construire

B proche deB(™1), telle queB™ vérifie (3.3.24) et telle que $8("~1) est symétrique définie positive alors

B est symétrique définie positive. On munit y (IR ) d’une norme induite par un produit scalaire, par exemple
1/2

siA e My(IR) etA = (ai;)ij=1,..,~ on prend||A|| = (ijzl aij) . My (IR) est alors un espace de

Hilbert.

1Broyden, C. G., The Convergence of a Class of Double-rankrMiation Algorithms,Journal of the Institute of Mathematics and Its
Applications1970, 6, 76-90

2Fletcher, R., A New Approach to Variable Metric Algorithn@ymputer Journal 1970, 13, 317-322

SGoldfarb, D., A Family of Variable Metric Updates Derived Wgriational Means, Mathematics of Computation 1970, 242@3
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On suppose™, z(»=1 B("»=1) connus, et on définit

Cn = {B € My(IR)|B symétrique, vérifiant (3.3.2%)

qui est une partie da/ y (IR) convexe fermée non vide. On choisit ald§") = P, B~ ot P, désigne la
projection orthogonale sut,. La matriceB(™ ainsi définie existe et est unique; elle est symétrique ésje
choix deC,,. On peut aussi montrer queBi®~1) symétrique définie positive aloi3™ I'est aussi.

Avec un choix convenable de la norme sufy (IR ), on obtient le choix suivant dB(™) sis(™) £ 0 etV f(z(™) #
0 (sinon l'algorithme s’arréte) :

B — pr—1) y™(ym)t  Br=bsm (st pn-1)
= (s(n)t . y(n) B (st B(n=1) g(n)

(3.3.26)

L'algorithme obtenu est I'algorithme de BFGS.
Algorithme de BFGS

Initialisation  On choisitz(®) € RV et
B symétrique définie positive
(par exemple3(®) = Id) et on pose
w® = — BOYf(0))
siVf(z(®) # 0, on choisitp(®) optimal
dans la direction(?), et donc
w® est une direction de descente stricte.
On poser) = z(0) 4 p(0)q,(0),
ltérationn. A z(™), (=D etB,_; connus (n > 1) (3.3.27)
On suppose
s =g — (=1 () — ¥ f(z) — Vf(zn1)
sis(™ £ 0etVf(z™) +#0,
on choisitB(™ vérifiant (3.3.26)
On calculew™ = —(BM)=1(V f(z(™))
(direction de descente stricte efi")).
On calculep(™ optimal dans la direction("™)
et on pose: (1) = 2(") 4 p(n)gy(n) |

On donne ici sans démonstration le théoréme de convergeiveas:

Théoréme 3.31 (Fletcher, 1976B0itf € C?(IRY,IR) telle quef(z) — +oo quand|z| — +oco. On suppose de
plus quef est strictement convexe (donc il existe un unigueIR” tel quef(z) = infr~ f) et on suppose que
la matrice hessienné&l ;(z) est symétrique définie positive.

Alors siz(® e RY et siB(® est symétrique définie positive, I'algorithme BFGS défiigihtune suite:(™ et on
az(") — z quandn — 400

De plus, siz(™ # Z pour toutn, la convergence est super linéaire i.e.

(n+1) _ 7
z fC| — 0 quandn — +oo.
x

pln) —

Pour éviter la résolution d’un systéme linéaire dans BFGSpeut choisir de travailler syB3™)~! au lieu de
BM,
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Initialisation Soitz(® € RY et K(9) symétrique définie positive
telle quepo soit optimal dans la direction- KOV f(2(?)) = w(©
2V = 20 4 pou©

ltération n: A 2" 2(=D K™= connusp > 1,

on poses(™ = () — g(n=1) y() — v f(z(")) — ¥ f(2("~D) (3.3.28)
etK(™ = p, K1),
On calculew™ = — K™V f(x(™) et on choisitp,,

optimal dans la direction("™).
On pose alorg ("t = z(™) 4 p ™),

Remarquons que le calcul de la projectione K (" ~1) peut s’effectuer avec la formule (3.3.26) ot on a remplacé
B(=1 par K("=1) Malheureusement, on obtient expérimentalement une cgenee nettement moins bonne
pour I'algorithme de quasi-Newton modifié (3.3.28) que paigorithme de BFGS (3.3.26).

3.3.4 Résumé sur les méthodes d’optimisation

Faisons le point sur les avantages et inconvénients deodegiyu’on a vues sur I'optimisation sans contrainte.

Méthodes de gradient :Ces méthodes nécessitent le calcuNdg(z(™). Leur convergence est linéaire (donc
lente).

Méthode de gradient conjugué Si f est quadratique (c.a.d(z) = §Aac -x — b-x avecA symétrique définie
positive), la méthode est excellente si elle est utiliséeawn préconditionnement (pod grand). Dans le
cas général, elle n’est efficace qué\sn’est pas trop grand.

Méthode de Newton :La convergence de la méthode de Newton est excellente (agmmee localement quadra-
tique) mais nécessite le calcul @& (»(™)) (et deV (™). Si on peut calculef ; (z(™)), cette méthode est
parfaite.

Méthode de quasi Newton 1’avantage de la méthode de quasi Newton est qu’on ne cajcel® f(z(™)) et pas
H;(x(™)). La convergence est super linéaire. Par rapport a une eiéth®gradient ol on calcule™ =
—Vf(z(™), laméthode BFGS nécessite une résolution de systémerénéd) = (B™)~1(—V f(z(™)).

Quasi—Newton modifié :

Pour éviter la résolution de systéme linéaire dans BFGS eah ghoisir de travailler sutB(™)~! au lieu
de B(™), pour obtenir I'algorithme de quasi Newton (3.3.28). Cefset, on perd alors en vitesse de conver-
gence.

Comment faire si on ne veut (ou peut) pas calcule’V f (z(™)) ? On peut utiliser des “méthodes sans gradient",
c.a.d. qu’on choisia priori les directionss(™ . Ceci peut se faire soit par un choix déterministe, soit jpar u
choix stochastique.

Un choix déterministe possible est de calcul& en résolvantV problémes de minimisation en une di-

mension d’espace. Pour chaque directiea 1, ..., N, on prendw(™% = ¢;, olle; est lei-me vecteur de
la base canonique, et pout= 1,..., N, on cherch® € IR tel que :
f(mgn),mgn), o0, ,J;S\?)) < f(mgn),xén), AU ,J]S:;)),Vt € R.

Remarquons que giest quadratique, on retrouve la méthode de Gauss Seidel.

Analyse numérique |, Télé-enseignement, L3 137 Université Aix-Marseille } R. Herbin, 17 avril 2010



3.4. OPTIMISATION SOUS CONTRAINTES CHAPITRE 3. OPTIMISADN
3.4 Optimisation sous contraintes

3.4.1 Définitions

Soit E = IRY, soit f € C(F,IR), et soitK un sous ensemble d&. On s'intéresse a la recherched@e K tel

que:
ue K
£(a) = inf f (3.4.29)

Ce probléme est un probléme de minimisation avec contrédntésous contrainte”) au sens ou I'on cherehgui
minimise f en astreignant a étre dand<’. Voyons quelques exemples de ces contraintes (définieepaemble
K), qu'on va expliciter a I'aide des fonctions continuesg; € C(E,R)i=1...p.

1. Contraintes égalités.On poseK = {z € E, g;(z) = 0i = 1...p}. On verra plus loin que le probléme de
minimisation def peut alors étre résolu grace au théoreme des multiplicatiutagrange (voir théoréme
3.38).

2. Contraintes inégalités.On poseK = {z € E, g;(x) <0¢=1...,p}. On verra plus loin que le probléme
de minimisation dg peut alors étre résolu grace au théoréeme de Kuhn-Tucketpdmreme 3.42).

— Programmation linéaireAvec un tel ensemble de contraint§s si de plusf est linéaire, c’est-a-dire qu'il
existeb € R™ tel quef(xz) = b- z, et les fonctiong); sont affines, c’est-a-dire qu'il existe ¢ RY
ete; € IR tels queg;(z) = b; - « + C;, alors on dit qu’'on a affaire un probléme de “programmation
linéaire". Ces probléemes sont souvent résolus numériguieariaide de I'algorithme de Dantzig, inventé
vers 1950.

— Programmation quadratiquéAvec le méme ensemble de contrainf€s si de plusf est quadratique,

o 1 . . .
c'est-a-dire sif estde la form¢ (z) = §Az -x — bz, etles fonctiong; sont affines, alors on dit qu'on
a affaire un probleme de “programmation quadratique".

3. Programmation convexeDans le cas oif est convexe ek’ est convexe, on dit qu’on a affaire un probléme
de “programmation convexe".

3.4.2 Existence — Unicité — Conditions d’optimalité simple
Théoréme 3.32 (Existence)SoitE = RN etf € C(E,R).
1. SiK estun sous-ensemble fermé born&tealors il existez € K tel quef(z) = i%ff.

2. SiK estun sous-ensemble ferméieet si f est croissante a I'infini, c’est-a—dire qyéx) — +oo quand
|z] — +o0, alors3z € K tel quef(z) = i%ff

Démonstration
1. Si K est un sous-ensemble fermé bornéiKjecommef est continue, elle atteint ses bornes &iyrd’ou
I'existence det.
2. Si f est croissante a l'infini, alors il exist®8 > 0 tel que si|jz|| > R alors f(z) > f(0); donci%ff =

szg f,ouBpg désigne la boule de centre 0 et de rayri’ensembleX’ N B est compact, car intersection
NBRr

d’'un fermé et d’'un compact. Donc, par ce qui précede, il exist K tel quef(z) = Kir?ff; f= iélff.
R R
|

Théoréme 3.33 (Unicité)Soit E = R™ et f € C(E,IR). On suppose qug est strictement convexe et ghieest
convexe. Alors il existe au plus un élémente K tel quef(z) = i%ff.
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Démonstration
Supposons que et ; soient deux solutions du probleme (3.4.29), avet

1 1 . N -
Alors f(32 + 13) < §f(:z‘:) + §f(§) = i?(ff . On aboutit donc & une contradiction. [

Des théorémes d’existence 3.32 et d’unicité 3.33 on déduitédiatement le théoréme d’existence et d’unicité
suivant :

Théoréme 3.34 (Existence et unicit¢SoientE = RY, f € C(F,IR™) une fonction strictement convexefét
un sous ensemble convexe ferm&d&i K est borné ou sf est croissante a I'infini, c'est—a—dire $iz) = +oo
quand||z|| — o0, alors il existe un unique élémentde K solution du probléme de minimisati¢d.4.29) i.e.

tel quef(z) = i%ff

Remarque 3.350n peut remplace® = R par E espace de Hilbert de dimension infinie dans le dernier
théoreme, mais on a besoin dans ce cas de I'hypothése dex@érme/ pour assurer I'existence de la solution
(voir cours de maitrise).

Proposition 3.36 (Condition simple d’optimalité) SoientE = R", f € C(E,R) etz € K tel quef(z) =
i%ff. On suppose qug est différentiable e

1. Sizek alorsVf(z) = 0.
2. SiK estconvexe, alory f(z) - (x — z) > 0 pour toutz € K.

Démonstration

1. Siz € K, alors il existes > 0 tel queB(z,¢) C K et f(z) < f(x) Vo € B(z,¢). Alors on a déja vu (voir
preuve de la Proposition 3.3 page 120) que ceci impligyéz) = 0.

2. Soitz € K. Commez réalise le minimum d¢ surK,ona:f(z +t(x — z)) = f(tz + (1 — t)z) > f(Z)
pour toutt €]0, 1], par convexité dé. On en déduit que

[z +it(x— 1) - f(2)
t
En passant & la limite lorsquéend vers 0 dans cette derniére inégalité, on obti®ht(z) - (x — z) > 0.
|

> 0 pour toutt €]0, 1].

3.4.3 Conditions d’optimalité dans le cas de contraintes égjté
Dans tout ce paragraphe, on considérera les hypothésemgons suivantes :

feCMRY R), g;c C'RY,R), i=1...p;
K={uecR", gi(u)=0 Vi=1...p}; (3.4.30)
g="(91,--.,9,)" € C{RY RP)

Remarque 3.37 (Quelques rappels de calcul différentiel)

Commey € C*(R™,IRP), siu € R", alors Dg(u) € L(IR™,IR?), ce qui revient a dire, en confondant I'appli-
cation linéaireDg(u) avec sa matrice, qu®g(u) € M, y(IR). Par définition,Im(Dg(u)) = {Dg(u)z, z €
RY} c R?, etrand Dg(u)) = dim(Im(Dg(u))) < p. On rappelle de plus que

99 . Io
(’)x1’ ’ (’)xN
Dg(u) = R )
99 .. 9%
(’)x1’ ’ (’)xN
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etque rang Dg(u)) < min(N, p). De plus, sirang Dg(u)) = p, alors les vecteurEDg; (u))i=1..., Sont linéaire-
ment indépendants daifis” .

Théoreme 3.38 (Multiplicateurs de Lagrange)Soitu € K tel quef(a) = i%ff. On suppose qug est différen-
tiable ena etdim(Im(Dg(u)) = p (ourang(Dg(a)) = p), alors :

p
il existe (A1, ..., Ap)" € R” telsqueV f(@) + > A;Vgi(a) = 0.
i=1

(Cette derniére égalité a lieu dafiz™)

Démonstration Pour plus de clarté, donnons d’abord une idée “géométrigeda démonstration dans le cas
N =2etp=1.0Onadanscecag € C'(R*>,R) etK = {(z,5) € R? g(z,y) = 0}, et on cherches € K
tel quef(u) = i%ff. Tragons dans le repéfe, y) la courbeg(z,y) = 0, ainsi que les courbes de niveau fle

Si on se “proméne" sur la courlgéx, y) = 0, en partant du poink, vers la droite (voir figure 3.1), on rencontre
les courbes de niveau successives dg on se rend compte sur le dessin que la valeur minimale aunel ffrsur

la courbey(z,y) = 0 est atteinte lorsque cette courbe est tangente a la counieedri def : sur le dessin, ceci
correspond au poin®; ou la courbey(z,y) = 0 est tangente a la courlfgz, y) = 3. Une fois qu’on a passé ce
point de tangence, on peut remarquer gileigmente.

>< - o i f(@) =5

FiG. 3.1 — Interprétation géométrique des multiplicateurs agrange

On utilise alors le fait que sp est une fonction contindment différentiable B¢ danslR, le gradient dep est
orthogonal & toute courbe de niveau dec’est-a-dire toute courbe de la forméz,y) = ¢, ouc € RR. (En
effet, soit(z(t), y(t)), ¢ € IR un paramétrage de la courbér,y) = ¢, en dérivant par rapport@ on obtient :
Vg(z(t),y(t)) - (2'(t),y'(t))" = 0). En appliquant ceci & etg, on en déduit qu’au point de tangence entre une
courbe de niveau dg¢ et la courbgy(z,y) = 0, les gradients d¢ et g sont colinéaires. Et donc Sig(u) # 0, il
existeA # 0 tel queV f(u) = AVg(u).
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Passons maintenant a la démonstration rigoureuse du théal&ns laquelle on utilise le théoreme des fonctions
implicites®.

Par hypothéseDg(a) € L(IRY,IRP) et Im(Dg(u)) = IR”. Donc il existe un sous espace vectoriede IR

de dimensior, tel queDg(u) soit bijective deF’ dansIR”. En effet, soit(e; .. .e,) la base canonique d&?,
alors pour tout € {1,...p}, il existey; € R™ tel queDg(Z)y; = e;. Soit F le sous espace engendré par la
famille {y; ...y, }; on remarque que cette famille est libre, cap3i_, \;y; = 0, alors>-"_, \;e; = 0, et donc

A; = 0 pour touti = 1,...p. On a ainsi montré I'existence d’'un sous espacde dimensiomn telle queDg(z)
soit bijective (car surjective) d& danslR”.

Il existe un sous espace vectoiigte R, tel queR" = F @ G. Pourv € F etw € G'; on posej(w, v) = g(v+

w) et f(w,v) = f(v+w).Onadonef € C(Gx F, R) etg € C1(G x F, R). De plus,D2g(w, v) € L(F, RP),

et pour toutz € F, on aDyg(w,v)z = Dg(v + w)z.

Soit (v,w) € F x G tel queu = v + w. Alors Dyg(w, v)z = Dg(u)z pour toutz € F. L'application Dyg(w, v

est une bijection dé surIR”, car, par définition dé”, Dg(u) est bijective d&F’ surIR”.

On rappelle quél = {u € RY : g(u) = 0} et on définitk = {(w,v) € G x F, g(w,v) = 0}. Par définition de

fetdeg,ona
(0,0) € K
1 o = ) Vi) € B (431
D’autre part, le théoréme des fonctions implicites (voitende bas de page 141) entraine I'existence de0 et
v > 0 tels que pour touty € B (w, €) il existe un uniquey € Br(v,v) tel queg(w,v) = 0. On notev = ¢(w)
et on définit ainsi une applicatiohe C'(Bg(w, €), Br(v,v)).
On déduit alors de (3.4.31) que :

f@, ¢(w)) < f(w, ¢(w))), Yw € Ba(w,e),

et donc
f(’ﬁ) = f(ﬂ) + ¢7(7I))) < f(w + (b(w))a Vw € Bg(’LTJ,E).
En posant)(w) = f(w, ¢(w)), on peut donc écrire

w(w) = f(’LTJ,(b(’LTJ)) < ’L/J(w), Vw € Bg(’LTJ,E).

On a donc, grace a la proposition 3.36,
Diyp(w) = 0. (3.4.32)

Par définition de, de f et deg, ona:
Dyp(w) = D1 f(w, ¢((w)) + Do f (w0, $(w)) D ().
D'aprés le théoréme des fonctions implicites,
Do(w) = ~[D2g(w, ¢((w))) ™' D1g(w, d((w)).
On déduit donc de (3.4.32) que
D1 f(w, ¢((@))w — [Dag (@, ¢((@))] ™ D1g(w, ¢((w))w = 0, pour toutw € G. (3.4.33)
De plus, commeDz3 (@, 6((i))]* Dag(i, ¢((w)) = Id, ona

Do (i, () — Daf(@, 6(()) Dagi(i, 6(())]~* Dag(w, 6((@))z = 0, Vz € F. (3.4.34)

5Théoreme des fonctions implicitesSoientp et ¢ des entiers naturels, sditc€ C'(IR? x IRP,TRP), et soient(z, ) € IRY x IRP et
¢ € IRP tels queh(z, y) = c. On suppose que la matrice de la différentidlleh(z, 7)(€ Mp(IR)) est inversible. Alors il existe > 0 et
v > 0 tels que pour tout € B(Z,¢), il existe un uniquey € B(y, v) tel queh(x,y) = c. on peut ainsi définir une applicatiehde B(z, ¢)
dansB(g, v) par¢(z) = y. Onag(z) = 7, ¢ € C(RP,RP) et Dé(x) = —[D2h(z, ¢(x))] "' - D1h(z,¢(x)).
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Soitz € RY, et (z,w) € F x G tel quex = z + w. En additionant (3.4.33) et (3.4.34), et en notAnt=
—Ds f(w, ¢((w))D2g(w, ¢((w))]~*, on obtient :

Df(a)x + ADg(u)z = 0,

ce qui donne, en transposad? (u) + > ©_ A\;Vg;(a) = 0, avecA = (A1,...,\,).

Remarque 3.39 (Utilisation pratique du théoréme de Lagrang) Soit f € C'(RY,R), g = (g1,---,9p)"
avecg; € C(RY,R) pouri = 1,...,p., etsoitK = {u ¢ RY, g;(u)=0, i=1,...,p}.
Le probléme qu’on cherche a résoudre est le probléme de nsition (3.4.29)qu’on rappelle ici :

{ ncK
f(a) = inff

D’apres le théoreme des multiplicateurs de Lagrange, sst solution d€3.4.29)et Im(Dg(u)) = IRP, alors il
existe(A1, ..., \,) € IRP tel quew est solution du probléme

of . x~, g .
- N=—2=0,j=1,...N,
8$](u)+; 8:17]' J

gi(ﬁ)zo, t=1,...,p.

Le systémé3.4.35)est un systéme non linéaire de(@é+p) équations et &V+p) inconnuesz, ..., T, Ai ... Ap).
Ce systeme sera résolu par une méthode de résolution dengysten linéaire (Newton par exemple).

(3.4.35)

Remarque 3.400n vient de montrer que gi solution de(3.4.29)et Im(Dg(z)) = IR?, alors z solution de
(3.4.35) Par contre, sit est solution d€3.4.35) ceci n’entraine pas que est solution d¢3.4.29)

Des exemples d’application du théoreme des multiplicatdarLagrange sont donnés dans les exercices 76 page
157 et 77 page 157.

3.4.4 Contraintes inégalités

Soit f € C(RY,R) etg; € CY(RY,IR) i =1,...,p, on considére maintenant un ensemklele la forme :
K ={zeR", gi(z) <0 Vi=1...p}, eton cherche & résoudre le probléme de minimisation (3.4,29
sécrit :

{ zeK
f(@) < f(z), VreK.

Remarque 3.41Soitz une solution dg3.4.29)et supposons qug (Z) < 0, pour touti € {1,...,p}. Il existe
alorse > 0 tel que siz € B(z,¢) alorsg;(x) < 0 pourtouti = 1,...,p.

Onadoncf(z) < f(x) Va € B(z,e). On estalors ramené & un probleme de minimisation sans coiteraet si
i f estdifférentiable e, on a doncv f(z) = 0.

On donne maintenant sans démonstration le théoréme de Kiitker qui donne une caractérisation de la solution
du probléme (3.4.29).

Théoréme 3.42 (Kuhn—Tucker) Soit f € C(R”,IR), soitg; € C'(R",IR), pouri = 1,...,p, et SoitK =
{z € RY, g;(z) <0 Vi =1...p}. On suppose qu'il existe solution de(3.4.29) et on posd (z) = {i €
{1,...,p};]9:() = 0}. On suppose qug est différentiable e et que la famille (d&R™) {Vg;(z),i € 1(z)}
est libre. . Alors il existe une famille\;);c(z) C IR telle que

i€I(T)
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Remarque 3.43 1. Le théoreme de Kuhn-Tucker s’applique pour des ensemblesntrainte de type inégal-
it€. Si on a une contraite de type égalité, on peut évidemseertmener a deux contraintes de type inégalité
en remarquant quéh(z) = 0} = {h(z) <)} N {—h(z) < 0}. Cependant, sion posg = h etg, = —h,
on remarque que la famill€Vg, (z), Vg2(Z)} = {Vh(Z), —Vh(z)} n'est pas libre. On ne peut donc pas
appliquer le théoreme de Kuhn-Tucker sous la forme donnéeégdemment dans ce cas (mais on peut il
existe des versions du théoreme de Kuhn-Tucker perme#drditer ce cas, voir Bonans-Saguez).

2. Dans la pratique, on a intérét & écrire la conclusion dudiréme de Kuhn-Tucker (i.e. I'existence de la
famille (\;);c1(z)) sous la forme du systéme de+- p équations e2p inéquations a résoudre suivant :

P
V@) + Y \iVgi(z) =0,
i=1
)\igi(.f):(), Vi=1,...,p,
gl(‘f)g I Vizlw"apa
)\iZO; Vi:1,...,p.

t=1...p gi(@) <0 i=1...p
>0

3.5 Algorithmes d’optimisation sous contraintes

3.5.1 Meéthodes de gradient avec projection
On rappelle le résultat suivant de projection sur un confesmé :

Proposition 3.44 (Projection sur un convexe fermé) SoitE un espace de Hilbert, muni d’'une norihg induite
par un produit scalaire(., .), et soit/K un convexe fermé non vide d Alors, toutz € E, il existe un unique
xo € K tel queljz — o] < ||z — y|| pour touty € K. On notexy, = px(z) la projection orthogonale de sur
K.Onaégalement :

xo = pi(x) si et seulement $ic — xg,z9 —y) >0, Vy € K.

Dans le cadre des algorithmes de minimisation avec comgaique nous allons développer maintenant, nous
considérerongZ = RY, f € C'(IR",IR) une fonction convexe, & fermé convexe non vide. On cherche a
calculer une solution approchée@esolution du probléme (3.4.29).

Algorithme du gradient a pas fixe avec projection surk (GPFK) Soitp > 0 donné, on considere I'algorithme
suivant :
Algorithme (GPFK)
Initialisation : zy € K
Itération :
z, connu Tnt1 = pr(Xn — pV f(zn))
ol pg est la projection suk’ définie par la proposition 3.44.

Lemme 3.45 Soit(x,, ),, construite par I'algorithme (GPFK). On suppose qug — x quandn + co. Alors x est
solution de(3.4.29)

Démonstration :

Soitpr : RY — K ¢ RY la projection surk” définie par la proposition 3.44. Alogs¢ est continue. Donc si
x, — x quandn — +oo alorsz = px(z — pV f(x)) etz € K (carx,, € K et K est fermé).

La caractérisation dex (z — pV f(x)) donnée dans la proposition 3.44 donne alors :

Analyse numérique |, Télé-enseignement, L3 143 Université Aix-Marseille } R. Herbin, 17 avril 2010



3.5. ALGORITHMES D’OPTIMISATION SOUS CONTRAINTES CHAPITR 3. OPTIMISATION
(x — pVf(z) —x/x —y) > 0 pour touty € K, et commep > 0, ceci entrainéV f(x)/z — y) pour touty € K.
Or f est convexe dong(y) > f(z) + Vf(x)(y — x) pour touty € K, etdoncf(y) > f(x) pour touty € K, ce
qui termine la démonstration.

|

Théoréme 3.46 (Convergence de l'algorithme GPFK)
Soitf € C*'(IRY,IR), et K convexe fermé non vide. On suppose que :

1. il existea > 0 tel que(V f(x) — Vf(y)|lx — y) > alz —y|?, pourtout(z,y) € RY x RY,

2. ilexisteM > 0tel que|V f(z) — Vf(y)| < M|z — y| pour tout(z,y) € RY x RV,
alors :

1. il existe un unique élémentc K solution de(3.4.29)

. 2 . e .
2.85i0<p< MO; la suite(z,,) définie par I'algorithmeg G P F K') converge verg lorsquen — +oo.

Démonstration :

1. La condition 1. donne qug est strictement convexe et qyiér) — +oo quandjz| — +oo. CommekK est
convexe fermé non vide, il existe donc un unigusolution de (3.4.29).

2. On pose, pout € RY, h(x) = px(z — pV f(x)). On a donce, 1 = h(z,). Pour montrer que la suite
(zn)new converge, il suffit donc de montrer qhieest strictement contractante des que

2c
Grace au lemme 3.47 démontré plus loin, on saitjguest contractante. Or est définie par :
h(z) = px(h(z)) OUh(z) =z — pV [(x).

On a déja vu qué est strictement contractante si la condition (3.5.36) ésfiée (voir théoréme 3.17 page 125 et
exercice 63 page 149), et plus précisément :

() — h(y)] < (1 —2ap+ M?p?)|z — y|>.
On en déduit que :
h(x) = h(y)]* < |prc (W) = pre (h()) > < [R(2) — h(y))]> < (1 = 2ap + p*M?)|z — y|*.

L'application h est donc strictement contractante dés que % La suite(x,,),en converge donc bien vers

T =2

Lemme 3.47 (Propriété de contraction de la projection orthgonale) SoitE un espace de Hilberl; || la norme
et(-,-) le produit scalaire, K" un convexe fermé non vide dieet px la projection orthogonale suk définie par
la proposition 3.44, alorgp (z) — px (y)|| < ||z — y|| pour tout(z, y) € E?.

Démonstration CommeF est un espace de Hilbert,

Ipx(z) —pr W) = (P& (z) — pr (V) IPK (%) — DK ()

On a donc

I?= (px(z) —z+z—y+y—px®)|px(x) —px(y))

= (px(7) —z|px(z) —pr(y))E + (v — ylpx (z) — pr(y))+
(v — pr(y)pk (x) — pr(y)).

lpx(z) — pr(y)
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Or (px (z) — z|px (v) — pr(y)) > 0et(y — px(y)lpx(v) — pr(y)), dou:

Ipr(x) —px (W) < (z — ylpr (z) — P (y)),

et donc, grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Ipx (z) — pr W) I<[le = yll P (2) — pr (W) < [l —yll.

Algorithme du gradient a pas optimal avec projection surK (GPOK)
L'algorithme du gradient & pas optimal avec projection&us’écrit :
Initialisation zp € K
[tération T, connu
wy, = —V f(z,); calculer p,, optimal dans la directiow,,

Tn4+1 = PK (xn + inn)
La démonstration de convergence de cet algorithme se déeloélle de I'algorithme a pas fixe.

Remarque 3.480n pourrait aussi utiliser un algorithme de type Quasi—Nawavec projection suk'.

Les algorithmes de projection sont simples a décrire, nm#ulévent deux questions :
1. Comment calcule-t-opg ?
2. Que faire siK n’est pas convexe ?

On peut donner une réponse a la premiére question dans lssrgass :
ler cas On supposeiciqie=Ct = {z € RY, z = (x1,...,20)t 23 >0 Vi}.

Siy e RY y = (ys1...yn)*, on peut montrer (exercice 3.6 page 159) que

(px(y))i = y;7 = max(y;,0), Vie{l,...,N}

2éme cas Soitw;)i=1,.. v C RY et (Bi)i=1,...N C R tels quer; < §; pourtouti =1,..., N.Si

K= ]___[ o, Bl

i=1,N

.....

alors
(pk(y))i = max(c;, min(y;, 5;)), Vi=1,...,N
Dans le cas d’un convexg plus “compliqué”, ou dans le cas d{in’est pas convexe, on peut utiliser des méthodes

de dualité introduites dans le paragraphe suivant.

3.5.2 Méthodes de dualité

Supposons que les hypothéses suivantes sont vérifiées :

feC (R, R),
gi € CY(RY,R), (3.5.37)
K={zecR", gi(x) <0i=1,...,p}, etK estnon vide.

On définit un probleme “primal” comme étant le probleme deimisation d'origine, c’est-a—dire
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zeK,
{ f(z) < f(z), pourtoutr € K, (3.5.38)

On définit le “lagrangien” comme étant la fonctidrdéfinie delR " x IR” dansIR par :
P
L(z,\) = f(2) + A g(x) = f(2) + Y Ngi(@), (3.5.39)
1=1

avng(IL') = (gl(x)v cee agp(z»t etA = (>‘1 (:E)a s 7>‘P($))t'
On noteC'* I'ensemble défini par

Ct={AeRP, A= (\1,...,\p)",\; > 0pourtouti = 1,...,p}.

Remarque 3.49Le théoréme de Kuhn-Tucker entraine que sist solution du probléme prim&8.5.38)alors il
existel € Ct tel queD; L(z, \) = 0 (c'est—a—direD f(z) + A - Dg(z) = 0) et - g(z) = 0.

On définit alors I'applicationV/ delR? danslR par :

M(XN) = inf L(z,A), pourtouth € IR”. (3.5.40)
zeR
On peut donc remarquer qué (\) réalise le minimum (erx) du probléme sans contrainte, qui s’écrit, pour
A € IR? fixé :
zeRY
5.41
{ L(z,\) < L(y, \) pour toutz € R”, (3.5.41)

Lemme 3.50 L'application M deIR? dansIR définie par(3.5.40)est concave (ou encore I'application/ est
convexe), c'est—a—dire que pour toligu € IR” et pour toutt €]0, 1[ on aM (tA + (1 — t)p) > tM(X) + (1 —
t)M(u)

Démonstration :
Soit\, u € IRP ett €]0, 1[; on veut montrer qué/ (tA + (1 — t)p) > tM(N) + (1 — t) M ().
Soitz € R”, alors :

Lz, tA+ (1 =t)p) = f(z) + A+ (1 = )u)g(x)
tf(x) + (@ =) f (@) + (A + (1= t)p)g(x).

On a doncL(xz,tA + (1 — t)u) = tL(z, \) + (1 — ¢)L(x, ). Par définition deM, on en déduit que pour tout
reRY,

Lz, A+ (1 —t)p) > tM(N) + (1 — )M ()

Or, toujours par définition dé/,

M@ N+ (1 —t)p) = g]gN Lz, A+ (1 —t)p) > tMN) + (1 — )M (u).

On considére maintenant le probleme d’optimisation digltisuivant :

pecT,
{ M(p) > M(X) YAeCt. (3.5.42)
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Définition 3.51 SoitLZ : RY x R? — R et (z,u) € RY x CF. On dit que(x, 1) est un point sellede L sur
RY x C* si

L(z,)\) < L(x, 1) < L(y, 1) pour touty € IR et pour tout\ € C™.

Proposition 3.52 Sous les hypothésg&5.37) soit L définie parL(z, \) = f(z) + \g(x) et (z, p) € RY x O+
un point selle d& surR”Y x C+.
alors

1. = est solution du problem@.5.38)

2. pest solution d€3.5.42)

3. T est solution du problem@.5.41)avec) = .

On admettra cette proposition.

Réciproquement, on peut montrer que (sous des hypothesesmables suf et g), si . est solution de (3.5.42),
et siz solution de (3.5.41) avek = , alors(z, i) est un point selle dé, et doncz est solution de (3.5.38).

De ces résultats découle I'idée de base des méthodes d&duati cherche: solution de (3.5.42). On obtient
ensuite une solutiof du probléme (3.5.38), en cherchantomme solution du probleme (3.5.41) avee . (qui
est un probléme de minimisation sans contraintes). La rebbele la solutiom du probleme dual (3.5.42) peut
se faire par exemple par I'algorithme trés classique d’Ugzawe nous décrivons maintenant.

Algorithme d’'Uzawa L'algorithme d’Uzawa consiste a utiliser I'algorithme dredient & pas fixe avec projec-
tion (qu'on a appelé “GPFK”, voir page 143) pour résoudre dmigre itérative le probléme dual (3.5.42). On
cherche dong € C* tel queM (i) > M (\) pour touth € C*. On se donng > 0, et on notep+ la projection
sur le convex&'* (voir proposition 3.44 page 143). L'algorithme (GPFK) ptaurecherche de s’écrit donc :
Initialisation: o € Cy
Itération : pnt1 = poy (n + pV M (1n))
Pour définir complétement l'algorithme d’Uzawa, il rester@giser les points suivants :
1. Calcul deV M (y,),
2. calcul depe+ (A) pour dansiR™.

On peut également s’intéresser aux propriétés de conveggien’algorithme.

La réponse au point 2 est simple (voir exercice 3.6 page 1p8ur A ¢ R”, on calculepc, (\) = ~ avec
v = (71,...,7p)" €n posant; = max(0, \;) pouri = 1,...,p, 0UX = (Ar,..., \p)"

La réponse au point 1. est une conséquence de la propositi@amte (qu’on admettraici) :

Proposition 3.53 Sous les hypothés5.37) on suppose que pour tote IR, le problémd3.5.41)admet une
solution unique, notée, et on suppose que I'application définie B dansIR” par A — x est différentiable.
Alors M (X) = L(zx, A), M est différentiable en pour tout\, et VM () = g(zy).

En conséquence, pour calculéiV/ (1), on est ramené a cherchey solution du probléme de minimisation sans
contrainte (3.5.41). On peut dont maintenant donner leldtgd’itération générale de I'algorithme d’'Uzawa :

Itération de I'algorithme d’Uzawa. Soitu,, € C* connu;
z, € RY,

N
1. Oncherche:,, € R™ solution de{ L(@n, ptn) < L@, ), Vo € RY

(Onadoncr, = z,,)

2. On calculeVM (pn,) = g(xy)
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3' ﬁn-{-l = fn + IOVM(MH) = HUn + pg(zn) = ((ﬁn+1)15 R (ﬁn+1)?)t

4. pin+1 = po+ (Tpgr), C€S=A-AIQL 1 = (Bt 1)15 -5 (ng1)p)" AVEC(tin41)i = max(0, (,,41):) pOUr
touti = 1,...,p.
On a alors le résultat suivant de convergence de I'algogthm

Proposition 3.54 (Convergence de I'algorithme d’Uzawa)Sous les hypothésgx5.37) on suppose de plus que :
1. il existea > 0 tel que(Vf(z) — V£(y)) - (z —y) > alz — y|? pour tout(z, y) € (RY)?,
2. ilexisteM; > 0 |V f(x) — Vf(y)| < Ms|x — y| pour tout(x, y) € (RV)?,
3. pourtouth € C*, il existe un unique:, € R” tel queL(xzx, ) < L(x, \) pour toutz: € RY.

Alors si0 < p < M—QQ, la suite((xy,, 11,)),, € RY x CF donnée par I'algorithme d’Uzawa vérifie :
f

1. 2, — Z quandn — +o0, 0UZ est la solution du problém.5.38)
2. (tn)nen €stbornée.

Remarque 3.55 (Sur 'algorithme d’Uzawa)

1. L’algorithme est tres efficace si les contraintes sonteffi (i.e. sig;(xz) = «; -z + 3; pourtouti = 1,. .., p,
aveca; € RY etf; € R).

2. Pour avoir I'hypothése 3 du théoreme, il suffit que les fions g; soient convexes. (On a dans ce cas
existence et unicité de la solutiar du problemd3.5.41)et existence et unicité de la solutiomlu probléme
(3.5.38))
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3.6 EXxercices

Exercice 60 (Convexité et continuité) Suggestions en page 161.

1. Soitf : R — IR. On suppose qug est convexe.

(a) Montrer quef est continue.
(b) Montrer quef est localement lipschitzienne.

2. SoitN > letf:IRY — IR. On suppose qug est convexe.

(a) Montrerf est bornée supérieurement sur les bornés (c’est-a-diner:tpot R > 0, il existemp t.q.
f(z) < mpg silanorme de: est inférieure ou égale ).

(b) Montrer quef est continue.

(c) Montrer quef est localement lipschitzienne.

(d) On remplace maintenalit” parE, e.v.n. de dimension finie. Montrer queest continue et qug est
localement lipschitzienne.

3. SoientE un e.v.n. de dimension infinie ¢t: £ — IR. On suppose qug est convexe.

(a) On suppose, dans cette question, fjest bornée supérieurement sur les bornés. Montrerf cgst
continue.

(b) Donner un exemple d’e.v.n. (notd et de fonction convexg : £ — IR t.q. f soit non continue.

Exercice 61 (Maximisation)
Suggestions en page 161

Soit E un espace vectoriel normé gt £ — IR.
1. Donner une condition suffisante d’'existencerde E tel quex = sup, ¢y f(x).
2. Donner une condition suffisante d'unicitéZle E tel quer = sup,cp f(z).
3. Donner une condition suffisante d’existence et unicité¢ deE tel quex = sup,cp f(z).

Exercice 62 (Minimisation d’une fonctionnelle quadratique) Suggestions en page 3.7. Corrigé détaillé en page
164

Soientd € My(IR), b € RY, et f la fonction deR ™ dansIR définie parf () = 1Az -z —b-x
1. Montrer quef € C=(IR",1R) et calculer le gradient et la matrice hessienng @ tout point.

2. Montrer que sid est symétrique définie positive alors il existe un unigue IR™ qui minimisef, et que cez
est I'unique solution du systeme linéaide: = b.

Exercice 63 (Convergence de I'algorithme du gradient a pasxe)
Suggestions en page 162, corrigé détaillé en page 164

Soit f € C'(IR™,IR) (N > 1). On suppose qué Vérifie :
Ja > 0t.9.(Vf(x) = V) - (x —y) > alz —y|?, Yo,y € RV, (3.6.43)

IM > 0t.q.|Vf(z) — VI(y)| < M|z —y|, Vz,y € RV, (3.6.44)

1. Montrer que
«
fly) = f(2) 2 V(@) - (y—2)+ Sy — x|, Yo,y € RY,
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2. Montrer quef est strictement convexe et qyiér) — oo quandjz| — oo. En déduire qu’il existe un et un
seulz € RY t.q. f(Z) < f(x) pour toutz € R".
3. Soientp €]0, (2a/M?)[ etzy € RY. Montrer que la suitéz,, ), définie parz, 11 = =, — pV f(z,)
(pourn € IN) converge vers.

Exercice 64 (Mise en oeuvre de GPF et GPO)

On considére la fonctiofi : IR? — IR définie parf (1, zs) = 227 — 2129 — 331 — 229 + 4.
1. Montrer qu'il existe un unique € IR? tel quez = min, > f(x) admet un unique minimum, et le calculer.

2. Calculer les deux premiers itérés donnés par I'algostiaion gradient a pas fixe (GPF) et du gradient a pas
optimal (GPO), en partant de”, z{") = (0,0) .

Exercice 65 (Convergence de I'algorithme du gradient a pasptimal) Suggestions en page 162. Corrigé dé-
taillé en page 165

Soit f € C?(R™,R) t.q. f(z) — oo quand|z| — oo. Soitzy € IRY. On va démontrer dans cet exercice la
convergence de I'algorithme du gradient a pas optimal.
1. Montrer qu'il existeR > 0t.q. f(z) > f(xzo) pourtoutz ¢ Bg, avecBr = {z € RY, |z| < R}.

2. Montrer qu'il existeM > 0 t.q. |H(x)y - y| < M|y|? pour touty € RY ettoutz € Bry, (H(zx) est la
matrice hessienne deau pointz, R est donné a la question 1).

3. (Construction de “la" suitér,, ), de I'algorithme du gradient & pas optimal.) On supposeonnu @ €
N). On posew,, = =V f(x,). Siw, = 0, on poser,,+1 = x,. Siw, # 0, montrer qu'il existep > 0 t.q.
flan+pwy,) < f(a,+ pwy,) pour toutp > 0. On chaisitalors unp,, > 0t.q. f(x, + prwn) < f(zn+pwy,)
pour toutp > 0 et on poser,,+1 = T, + PrWy,.

On considére, dans les questions suivantes, la uitg,c v ainsi construite.

4. Montrer que (ave& et M donnés aux questions précédentes)

(a) la suite(f(z,))nen €St une suite convergente,
(b) x, € Br pourtoutn € IN,
(©) f(xn + pwn) < fwn) = plwnl® + (p*/2) M |wn[* pour toutp € [0, 1/|wn]].
(d) f($n+1) < f(xn) - |wn|2/(2]\/l>' si |wn| < M.
€) —flnt1) + flan) 2 lwn|?/(2M), avecM = sup(M, M),
M = sup{|Vf(x)|,x € Br}.
5. Montrer queV f(x,) — 0 (quandn — oo) et qu'il existe une sous suitg, ke t.9. 2,, — 2 quand
kE— coetVf(z)=0.

6. On suppose qu'il existe un unigiec R™ t.q. Vf(Z) = 0. Montrer quef(Z) < f(z) pour toutz € R
et quer,, — T quandn — oc.

Exercice 66 (Algorithme du gradient a pas optimal)

Soit A € My(IR) et J la fonction définie deR™ dansRR par.J(z) = el4=II*, ou || - || désigne la norme
euclidienne sulR ™.

1. Montrer queJ admet un minimum (on pourra le calculer. . .).
2. On suppose que la matrigeest inversible, montrer que ce minimum est unique.

3. Ecrire I'algorithme du gradient a pas optimal pour la erche de ce minimum. [On demande de calculer le
parametre optimal,, en fonction ded et dex,,.] A quelle condition suffisante cet algorithme convergk?t-
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Exercice 67 (Fonction non croissante a l'infini) Suggestions en page 162.

SoientN > 1, f € C*(R",R) eta € IR. On suppose qud = {z € R"; f(z) < f(a)} est un ensemble
borné deR”™ et qu'il existeM € TR t.q.|H (z)y - y| < M|y|? pour toutz, y € R™ (ot H(z) désigne la matrice
hessienne d¢ au pointz).

1. Montrer qu'il existeT € A t.q. f(F) = min{f(z), z € RY} (noter qu'il n'y a pas nécessairement unicité
dex).

2. Soitz € At.0.Vf(x) # 0.0Onposel'(x) = sup{p > 0; [z,z — pV f(z)] C A}. Montrer qued < T'(x) <
+oo et quelz,x — T'(z)Vf(x)] € A} (oU[x,x — T'(x)V f(x)] désigne I'ensemblétz + (1 — t)(z —
T()Vf(2)).t € [0,1]}.

3. Pour calculer une valeur appochéerdg.q. f(Z) = min{f(z),z € IR"}), on propose I'algorithme suiv-
ant:

Initialisation : xy € A,

Itérations : Soitk > 0. SiVf(xr) = 0, on posery1 = xj. SiVf(z) # 0, On choisitp, € [0,T(x)]
t.9. f(xr — piVf(2r)) = min{ f(zr, — pV f(2r)), 0 < p < T(xy)} (LafonctionT est définie a la question
2)etonposei1 = xx — prVf(ak).

(a) Montrer que, pour tout, € A, I'algorithme précédent définit une suitex)rew C A (C'est-a—dire
que, pourry, € A, il existe bien au moins un élément e 7'(x )], notépy, t.q. f (zr — ppVf(zk) =
min{f(zy, — pVf (1)), 0 < p < T(a1)}).

(b) Montrer que cet algorithme n’est pas nécessairemdgofdhme du gradient a pas optimal. [on pourra
chercher un exemple avé¢ = 1.]

(c) Montrer quef(xg) — f(xrr1) > %, pour toutk € IN.
4. On montre maintenant la convergence de la suit¢xcn construite & la question précédente.

(a) Montrer qu'il existe une sous suitey, )nen etz € At.q.z,, — z, quandn — oo, etV f(z) = 0.

(b) On suppose, dans cette question, qu'il existe un et uréEment: € A t.q.Vf(z) = 0. Montrer que
zr — z, quandk — oo, et quef(z) = min{f(z),z € A}.

Exercice 68 (Méthode de relaxation)Corrigé détaillé en page 168

Soit f une fonction continiment différentiable de= IR dansIR vérifiant I'hypothése (3.6.43) :
1. Justifier I'existence et I'unicité de € R”™ tel quef(7) = inf,cp~ f().

On propose 'algorithme de recherche de minimunydwiivant :
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Initialisation : z(®) € E,

ltérationn : (™ connu,(n > 0)
Calculerzg”“) tel que, pour tou§ € IR,
f(xgnﬂ),xén),xén), . ,acg\?)) < f(¢, xg"),acg"), . ,.’L’S\?)),
Calculerzé"“) tel que, pour tou§ € IR,

f(zgn-‘rl)vxén-’_l)vxgn)a s azg\:‘l)) S f($§n+1)7§a zgn)v tee 7565\7;))5

(3.6.45)

Calculerz,g"“) tel que, pour touf € IR,
n+1 n+1 n+1 n n
f(l'g )7"'7x§C_1 );IL'](C ),l'gk_)’_l),...,.fgv))
n+1 n n
SCEC t ),é,fc( ) ( ))7

n+1)
§f(:r§ e, Ty (k1) TN

Calculerng,“rl) tel que, pour touf € IR,
f(mgnJrl)v xé’ﬂ+1)7 R wg\zljll)axg\;ﬂrl)) S f(‘rgn+1)7 RS wg\zljll)a )

2.Pourmn e INetl <k <N, soit<p§€"+1) la fonction delR dansIR définie par :

n+1 n+1 n+1 n n
ga,(v * )(s) = f(xg * ),...,:r;_t ),s,zgkll),...,zg\,)).

Montrer qu’il existe un unique élémente R tel que

Py (s) =

En déduire que la suite:™)),,cv construite par I'algorithme (3.6.45) est bien définie.

Dans toute la suite, on nofe|| la norme euclidienne siiR ™ et(-|-) le produit scalaire associé. Paue 1,..., N,
on désigne pad; f la dérivée partielle d¢ par rapport a la-eme variable.

3. Soit(z(™),,c v la suite définie par I'algorithme (3.6.45). Pout> 0, on définitz("+1.0) = z(m) = (2™ 2(M)t,

etpourl <k < N,z 00 = ("D gt ) 2D (de sorte que LN = p(nt ),

(a) Soitn € IN. Pourl < k < N, montrer queéd, f (z(»+1%)) = 0, pourk = 1,..., N. En déduire que

f(z(nﬂ,kq)) . f(l.(nJrl,k)) > %Hx(nﬂ,kﬂ) _ z(n+1,k)H2_
(b) Montrer que la suitéz(™),,cx Vérifie
J@™) = @) 2 Fe™ — 2P,
En déduire quéim,, . ;o ||z(™ —2(+D| = 0 etque, pout < k < N, lim,, o ||z F5F) —z( 4D = 0,
4. Montrer que

"+ — 7| <

QIr

(Z |akf(x<"+”>|2> :

k=1
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5. Montrer que les suitgg(™),,en, et (z(*T1F), o, pourk = 1,..., N, sont bornées.
Montrer que

|0k f (") — 0 lorsquen — +oco.

(On rappelle quéy, f(z(*+1:%)) = 0.)
Conclure quant & la convergence de la guit®),,c lorsquen — +occ.

6. On suppose dans cette question ¢i(e) = 1(Az|z) — (blz). Montrer que dans ce cas, 'algorithme (3.6.45)
est équivalent a une méthode itérative de résolution démst linéaires qu’on identifiera.

7. On suppose dans cette question §ue- 2. Soit g la fonction définie ddR? dansIR par :g(z) = 22 + 23 —
2(z1 + m2) + 2|71 — 22|, AVECT = (71, T2)".

(a) Montrer qu'il existe un unique élément= (7,,72)" delR? tel queg(Z) = inf k2 g(z).
(b) Montrer quer = (1,1)*.
(c) Montrer que siz(®) = (0,0), 'algorithme (3.6.45) appliqué & ne converge pas vers Quelle est I'hy-
pothése mise en défautici ?
Exercice 69 (Gradient conjugué pour une matrice non symétgue)

Soit N € IN, N > 1. On désigne pal - || la norme euclidienne siR”, et on munit I'ensemblev x (IR ) de la

norme induite par la normg- ||, || - ||. SoitA € My (IR) une matrice inversible. On définlt € My (IR) par
M = A A. On se donne un vectebre IR, et on s'intéresse a la résolution du systéme linéaire
Az =b;. (3.6.46)

1. Montrer quer € IR" est solution de (1.6.60) si et seulement @ist solution de

Mz = A'b;. (3.6.47)

2. On rappelle que le conditionnement d’'une matriicec My (IR) inversible est défini par confd) =
IClIl|C~1]| (et dépend donc de la norme considérée ; on rappelle qu’onisi @ti la norme induite par la
norme euclidienne).

(a) Montrer que les valeurs propres de la matfi€¢esont toutes strictement positives.
(b) Montrer que con@d) = , /AA—ZIV, oU Ay (resp.\1) est la plus grande (resp. plus petite) valeur propre de
M.

3. Ecrire I'algorithme du gradient conjugué pour la résoludu systeme (3.6.47), en ne faisant intervenir que
les matricesd et A (et pas la matricé/) et en essayant de minimiser le nombre de calculs. Donner une
estimation du nombre d’opérations nécessaires et compareapport a I'algorithme du gradient conjugué
écrit dans le cas d’une matrice carré d'ordfesymétrique définie positive.

Exercice 70 (Gradient conjugué préconditionné parL L)

SoitA € My (IR) une matrice symétrique définie positive pet IR™. Soit L une matrice triangulaire inférieure
inversible, soitB = L=t A(L!)~t etb = L~1b.
1. Montrer queB est symétrique définie positive.

2. Justifier I'existence et I'unicité de € R" tel quedz = b, et dey € R tel queBy = b. Ecrirex en
fonction dey.
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Soity(® e RY fixé. On pose”® = () = b — By, Si#0 £ 0, on pose alorg™® = y© + pyw(©), avec

7#(0).7(0)
PO = GroT A0 - i
Pourn > 1, on supposg®), ...,y et @ .. . @%("=1 connus, et on poser™ = b — By, Si#") £,

on calcule (™ = #") 4 X, _ ;0™ avech,_; = % et on pose alorsy(™ D = 4™ 4 p 5™

F(n) ()
avecp, = =ty pam
3. En utilisant le cours, justifier que la familj¢®) ainsi construite est finie. A quoi est égale sa derniére v&leu

Pourn € IN, on pose (™ = L=ty (avecL~t = (L~1)t = (L)), 7" = b — Az, w™ = L~tp(™) et
s = (L)~ tr(m,

4. Soitn > 0 fixé. Montrer que :

(n) . p(n) (n) . p(n)

S r S r

(a/) )‘77,—1 = S(n_l) ) 7“(77’_1)7 (b) Pn = w(n) ] Aw(")’

() w™ =M 4 X\, (d) 2z =z 4 p ™),

5. On suppose que la matri¢d.? est une factorisation de Choleski incompléte de la matticEcrire I'algo-
rithme du gradient conjugué préconditionné par cette faztion, pour la résolution du systéme = b.

Exercice 71 (Méthode de Polak-Ribiére)Suggestions en page 162, corrigé en page 170

Dans cet exercice, on démontre la convergence de la métleoBeldk-Ribiére (méthode de gradient conjugué
pour une fonctionnelle non quadratique) sous des hypalésaples” surf.

Soitf € C*(IRY,IR). On suppose qu'il existe > 0, 3 > at.q.aly|?> < H(z)y-y < B|y|? pour toutz, y € RY.
(H (x) est la matrice hessienne deau pointz.)

1. montrer quef est strictement convexe, qyéxz) — oo quand|x| — oo et que le spectr&P(H (z)) de
H(z) est inclus dangy, ] pour toutz € IR™.

On notez I'unique point delR™ t.q. f(Z) < f(z) pour toutz € IRY ('existence et 'unicité d& est donné
par la question précédente). On cherche une approximaeiored utilisant I'algorithme de Polak-Ribiére :

initialisation. () € IR™. On posgy(?) = —V f(z(?). Si¢g(® = 0, l'algorithme s’arréte (on a(®) = 7).
Sig® #£ 0, on posav® = ¢ etz = 20 + pw(® avecp, “optimal” dans la directionv®).

itération. (™, w (=1 connus{ > 1). On posg)™ = —V f(z(™). Sig®) = 0, l'algorithme s’arréte (on a
etz("tD) = 2™ 4 w(") avecp,, “optimal” dans la directionv,,. (Noter quep,, existe bien.)

On suppose dans la suite qué& = 0 pour toutn € IN.
2. Montrer (par récurrence su) queg™t1) . (™ = 0 et g™ . (") = ¢(*) . (") pour toutn € IN.
3. On pose

1
Jm = / H(z™ + 0p,w™)de.
0

Montrer queg™+1) = ¢ 4 p, J™w™) et quep,, = (—g™ -w™)/(J™w™ (™) (pour toutn € IN).

4. Montrer qugw™| < (1 + 8/a)|g™| pour toutn € IN. [Utiliser, pourn > 1, la question précédente et la
formule donnani,, _.]

5. Montrer quer™ — T quandn — oo.

Exercice 72 (Algorithme de quasi Newton)
Corrigé détaillé en page 173
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Soit A € My (IR) une matrice symétrique définie positivebet IR" . On posef () = (1/2)Ax - 2 — b - = pour
z € RY. On rappelle qué&/ f(z) = Az — b. Pour calculer € RY t.q. f(Z) < f(x) pour toutz € RY, on va
utiliser un algorithme de quasi Newton, c’est-a-dire :
initialisation. 2(®) ¢ RY.
itération. (™ connu @ > 0. On poser(™ D = 2™ — p KM g(") avecg™ = Vf(z™), K™ une matrice
symétrique définie positive & déterminepgt‘optimal” dans la directiom (™) = — K (") ¢(")_(Noter quep,, existe
bien.)
Partie 1. Calcul dep,,. On suppose qué™ = 0.
1. Montrer quew™ est une direction de descente strictesé® et calculer la valeur dg,, (en fonction de
K™ etg(m),
2. On suppose que, pour un certaire IN, on ak (™ = (H(2(™))~! (ou H(z) est la matrice hessienne de
enz, on a donc iciH (z) = A pour toutz € IR”Y). Montrer quep,, = 1.
3. Montrer que la méthode de Newton pour calcal@onverge en une itération (mais nécessite la résolution
du systéme linéaird (z(V) — 2(0) = — Az(0)..))
Partie 2. Méthode de Fletcher-Powell. On prend mainterfgfft = Id et

S(n)(s(n))t (K(n)y(n))(K(n)(y(n))t

— >
) ) Koy gm0 =0

3 — )

KO+ — ) (3.6.48)

avecs(™ = g(n+1) _ 4(n) ety(") = g(""’l) — g(") = As(m),
On va montrer que cet algorithme converge en au plugérations (c'est-a-dire qu'il existe < N + 1 t.q.
TN41 = f)
1. Soitn € IN. On suppose, dans cette question, giie, ..., s(*~1) sont des vecteurs A-conjugués et non-
nuls et quek (... K" sont des matrices symétriques définies positivedt@.As() = s() si0 < i <
j < n (pourn = 0 on demande seulemeht(®) symétrique définie positive).

(a) On suppose qug™ # 0. Montrer ques(™ = 0 (cf. Partie 1) et que, pour < n,
s . A5 = 0 e g™ . 50 =,

Montrer queg(™ - s = 0 pouri < n. [On pourra remarquer qug’t) . s() = g+ ., = ¢
et (¢ — gty . 50 = 0 par I'nypothése de conjugaison &, ..., s~ ] En déduire que
s .., s(" sont des vecteurs A-conjugués et non-nuls.

(b) Montrer queK (1) est symétrique.

(c) Montrer quek ("D As() = s() sj0 < i < n.

(d) Montrer que, pour tout € IR™Y, on a

(KM g - 2)(KMy™ . ymy — (Kmym) )2 (s g2
Ky .y As() - g(m)”

K g . g =

En déduire quek ("*+1) est symétrique définie positive. [On rappelle (inégalitéCaeichy-Schwarz)
que, siK est symétrique définie positive, on &z - y)? < (Kx - z)(Ky - y) et I'égalité a lieu si et
seulement si: ety sont colinéaires.]

2. Onsuppose qug™ # 0si0 < n < N — 1. Montrer (par récurrence sut avec la question précédente) que
s sN=1) sont des vecteurs A-conjugués et non-nuls et §U&) As() = s sii < N. En déduire
queKWM) = A= py =1letazV+t) = A-1p =7,

Exercice 73 (Méthodes de Gauss—Newton et de quasi-linéati®n)
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Soit f € C*(RY,R"), avecN, P € IN*. SoitC € Mp(IR) une matrice réelle carrée d'ordfe symétrique
définie positive, el ¢ R”. Pourz € RY, on pose

On cherche a minimisef.

| Propriétés d'existence et d'unicité
(a) Montrer queJ est bornée inférieurement.

(b) PourC etd donnés, donner trois exemples de fonctignmur lesquels les fonctionnellgsassociées
sont telles que 'on ait :

i. existence et unicité de € IR qui réalise le minimum d¢, pour le premier exemple.
ii. existence et non unicité dec IR qui réalise le minimum dé, pour le second exemple.
iii. non existence de € IR™ qui réalise le minimum dd, pour le troisiéme exemple.
Il Un peu de calcul différentiel
(&) On noteDf et D, f les différentielles d’ordre 1 et 2 dg. A quels espaces appartienndnf (),
Dy f(x) (pourz € RY), ainsi queD f et Dy f ? Montrer que pour tout € RY, il existe M () €
Mp n(R), ouMp n(IR) désigne I'ensemble des matrices réellgdlignes etV colonnes, telle que
Df(x)(y) = M(z)y pour touty € R".
(b) Pourz € RY, calculerv.J(z).
(c) Pourz € RY, calculer la matrice hessienne deenz (qu’on noteraH (z)). On suppose maintenant
que M ne dépend pas de; montrer que dans ce cab(z) = 2M (z)*C M (z).
Il Algorithmes d’optimisation

Dans toute cette question, on suppose qu'il existe un uriggeR ™ qui réalise le minimum dé, qu’on
cherche a calculer de maniére itérative. On se donne poarget IR™, et on cherche & construire une
suite(x, )neN QUi CcONverge vers.

(a) On cherche a calculgren utilisant la méthode de Newton pour anndef. Justifier brievement cette
procédure et écrire I'algorithme obtenu.

(b) Lalgorithme dit de “Gauss-Newton" est une modificatda la méthode précédente, qui consiste a
approcher, a chaque itérationla matrice jacobienne d€.J enz,, par la matrice obtenue en négligeant
les dérivées secondes fleEcrire I'algorithme ainsi obtenu.

(c) L'algorithme dit de “quasi—linéarisation" consistesinplacer, a chaque itératianc IN, la minimisa-
tion de la fonctionnelle/ par celle de la fonctionnellg,, définie delR™ dansIR, et obtenue a partir
de J en effectuant un développement limité au premier ordré(dg enx,,, c.a.d.

Jn(@) = (f(zn) + Df (@) (2 — 20) — d) - C(f(wn) + Df(zn)(x — 20) — d).

i. Soitn > 0, x, € RY connu,M,, = M(z,) € Mpn(R), etz € RY. On poseh = = — x,,.
Montrer que
Jn(@) = J(@n) + MECMyh - b+ 2MLC(f(20) — d) - h.

ii. Montrer que la recherche du minimum dg est équivalente a la résolution d’un systeme linéaire
dont on donnera I'expression.

ii. Ecrire I'algorithme de quasi—linéarisation, et le cpater avec I'algorithme de Gauss-Newton.

Exercice 74 (Méthode de pénalisation)
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Soit f une fonction continue et strictement convexdRi€ dansiR, satisfaisant de plus :

lim f(z) = +o0.

|z|—+o00

Soit K un sous ensemble non vide, convexe (c’est-a—dire teVque)) € K2, tz + (1 — t)y € K, vVt €]0,1]),
et fermé deR " . Soit+) une fonction continue d& " dans0, +oc| telle quey(z) = 0 si et seulement s € K.
Pourn € IN, on définit la fonctionf,, par f,,(z) = f(x) + ny(z).

1. Montrer qu'il existe au moins un élément € RY tel quef,,(Z,) = inf,cr~ fa(z), et qu'il existe un
unique élément € K tel quef(Zx) = inf ek f(x).
2. Montrer que pour tout € IN,
f(i’n) < fn(jn) < f(jK)
3. En déduire qu’il existe une sous-suii&,, )xc ety € K tels quet,, — y lorsquek — +oc.
4. Montrer quey = T . En déduire que toute la suitg,, ) ,civ converge verg k.

5. Déduire de ces questions un algorithme (dit “de pénaisgtde résolution du probléme de minimisation
suivant :

Trouverz i € K;
f(@k) < f(x), Vo € K,

en donnant un exemple de fonctign
Exercice 75 (Sur I'existence et 'unicité) Corrigé en page 175

Etudier I'existence et I'unicité des solutions du probl&fde.29), avec les données suivantés= 1R, f : R —
IR est définie pa)f (x) = 22, et pour les quatre différents ensemhiésuivants :

(i)  K={a<1}; (i) K=/{z|=1}
(i13) K ={|z|>1}; (iv) K=/{lz|>1}. (3.6.49)
Exercice 76 (Aire maximale d'un rectangle a périmétre donng

Corrigé en page 176

1. On cherche a maximiser 'aire d’un rectangle de périma@trené égal a 2. Montrer que ce probléme peut se
formuler comme un probléme de minimisation de la forme 2R}.00K est de la formes = {z € R?; g(x) =
0}. On donnerg etg de maniére explicite.

2. Montrer que le probléme de minimisation ainsi obtenu @siélent au probleme

T=(%1,72) €K
{ [(Z1,%2) < f(x1,m2), V(21,22)" € K, (3.6.50)

oUK = KN [0,1]%, K et f étant obtenus a la question 1. En déduire que le probléememnieisation de I'aire
admet au moins une solution.

3. CalculerDg(x) pourz € K et en déduire que siest solution de (3.6.50) alofs= (1/2,1/2). En déduire que
le probléme (3.6.50) admet une unique solution donnée paf1/2,1/2).

Exercice 77 (Fonctionnelle quadratique) Suggestions en page 163, corrigé en page 176

Analyse numérique |, Télé-enseignement, L3 157 Université Aix-Marseille } R. Herbin, 17 avril 2010



3.6. EXERCICES CHAPITRE 3. OPTIMISATION

Soit f une fonction quadratiquee. f(x) = §Aac -z —b-x,00A € My(IR) est une matrice symétrique

définie positive eb € IR™. On suppose que la contrainjeest une fonction linéaire d& " danslR, c’est-a-dire
glx) =d-z—colce Retd e RY, et qued # 0. On poseK = {z € RY, g(x) = 0} et on cherche &
résoudre le probleme de minimisation (3.4.29).

1. Montrer que I'ensemblé’ est non vide, fermé et convexe. En déduire que le problerde2@. admet une
unigue solution.

2. Montrer que siz est solution de (3.4.29), alors il existee IR tel quey = (7, \)! soit I'unique solution du
systeme :
A d z b
= (3.6.51)
dt 0 A c

Exercice 78 (Utilisation du théoréme de Lagrange)

1. Pour(z,y) € IR?, on pose if (z,y) = —v, g(z,y) = 2> + y> — 1. Chercher le(s) point(s) ofi atteint son
maximum ou son minimum sous la contraipte- 0.

2. Soita = (ay,...,an) € RN, a # 0. Pourz = (z1,...,zy5) € RN, on pose if (z) = S0, | — ail?,
g(z) = Zfil |z;]2. Chercher le(s) point(s) ofi atteint son maximum ou son minimum sous la contrainte
g=1.

3. SoientA € My (IR) symétrique,B ¢ My (IR) s.d.p. eth € IRY. Pourv € R”, on posef(v) =
(1/2)Av-v —b-vetg(v) = Bv-v. Peut-on appliquer le théoréme de Lagrange et quelle dondibnne-
t-il suru si f(u) = min{ f(v), v € K} aveck = {v € R"; g(v) =1} ?

Exercice 79 (Minimisation sans dérivabilité)

SoientA € My (IR) une matrice s.d.pf € RY, j : R — IR une fonction continue, convexe, a valeurs
positives ou nulles (mais non nécessairement dérivabteexemplej(v) = ijzl a;|v;|, aveca; > 0 pour
touti € {1,...,N}). Soit U une partie non vide, fermée convexe Be'. Pourv € R”, on poseJ(v) =
(1/2)Av-v—=">b- v+ j(v).

1. Montrer gu'il existe un et un seultel que :

weU, Ju) < J(), Vv eU. (3.6.52)

2. Soitu € U, montrer que est solution de (3.6.52) si et seulement4ic — b) - (v — u) + j(v) — j(u) > 0,
pour toutv € U.

Exercice 80

Soientf etg : R* — IR, définies par f (v,y) = y, etg(z,y) = y> — 2. On posek = {(z,y) € R g(z,y) =
0}.

1. Calculer le minimum d¢ sur K et le point(z,7) ou ce minimum est atteint.

2. Existe-t-il\ tel queD f(Z,7) = ADy(Z,75) ?

3. Pourquoi ne peut-on pas appliquer le théoréme des mcdtiplirs de Lagrange ?

4. Que trouve-t-on lorsqu’on applique la méthode dite “dgraage" pour trouve(z, j) ?

Exercice 81 (Application simple du théoréme de Kuhn-Tuckey Corrigé en page 177
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Soit f la fonction définie deF? = R* dansR par f(z) = 2 + y? et K = {(z,y) € R% 2 +y > 1}
Justifier I'existence et I'unicité de la solution du probk&(8.4.29) et appliquer le théoreme de Kuhn-Tucker pour
la détermination de cette solution.

Exercice 82 (Exemple d’opérateur de projection)

Correction en page 177
1.S0itK =Ct ={z e RY, 2= (z1,...,2,)", 2, >0, Vi=1,...,N}.

(a) Montrer quek’ est un convexe fermé non vide.
(b) Montrer que pour tous € IR™Y, on a:(px (y)); = max(y;,0).

2. SOit(Oéi)izl ..........
(x1,...,an)00 < Bii=1,...,N}.

1. Montrer quek est un convexe fermé non vide.

2. Soitpk 'opérateur de projection définie & la proposition 3.44 ph4. Montrer que pour toute IR™Y, ona :
(pk(y))i = max(co;, min(y;, 5;)), Vi=1,...,N
Exercice 83 (Méthode de relaxation avec Newton probléemessacontrainte)

On consideére le probleme :

7c K,
{ [(@) < f(z),Vr € K, (3.6.53)
ouK c RY.

() On prendiciK = Hi:LN[ai, bi], ou (a;, b;) € IR? est tel quer; < b;. On considére I'algorithme suivant :

Initialisation : 2 € E,

Itérationn : =™ connu,(n > 0)
Calculerz{" ") € [ay, b] tel que :

S
f(xgnﬂ), acg"),acg"), . ,5(15\7)) < f(f,xén),xén), . ,acg\?)), pour touté € [ay, by],
Calculerxé”“) € lag, bo] tel que :
f($§n+1)a $gn+1)a517§,n)7 cee 7565:[1)) S f($§n+1)a§7xgn)a e 7I§\:'l))7
pour touté € [as, ba],

Calculerz"™ ¢ [ax, by], tel que :
n+1 n+1 n+1 n n
f(xg * ),...,:172_-’; ),xé + ),xEkll),...,xgv))
n+1 n+1 n n
< f, L ,xgkll),...,:cg\,)), pour touté € [ay, by,

Calculerxg\’,”l) € [an,bn] tel que :

L S O e ) I (%

pour tout{ € [an, bn].

(n+1)
RERRELS A )a

(3.6.54)
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Montrer que la suite:(™) construite par I'algorithme (3.6.54) est bien définie etvamge verst lorsquen
tend verstoo, ou € K esttel quef(T) < f(x) pourtoutr € K.

(b) On prend maintena¥ = 2, f la fonction delR* danslR définie parf (z) = 2% + 23, et K = {(x1, x2)" €
IR?; 21 +x2 > 2}. Montrer qu'il existe un unique élément= (7, 7>)"' de K tel quef(T) = inf, g2 f(x).
Déterminerz.

On considére I'algorithme suivant pour la recherch&de

Initialisation : z(®) € E,
ltérationn :  =(™ connu,(n > 0)
Calculerz!"™ > 2 — 20" tel que :
P 287y < f(g,287), pour toutg > 2 — 2,
Calculerz\" ™ > 2 — 2{™ tel que :
P 2Y) < fai"Y ), pour toutt > 2 — ™.
Montrer (éventuellement graphiquement) que la suite coitstpar I'algorithme ci-dessus ne converge vers
7 que si I'une des composantesdé vaut 1.

(3.6.55)

Exercice 84 (Convergence de I'algorithme d’'Uzawa)

SoientN, p € IN*. Soit f ¢ CY(R™,R) (N > 1) t.q.

SoitC' € M, n(IR) (C est donc une matrice, a éléments réels, aydignes etV colonnes) etl € IR”. On note
D={zxcRY Cz<dletCt ={ucRF,u>0}.
On supposé® # () et on s'intéresse au probléme suivant :

xeD, f(x)<f(y), Vye D. (3.6.56)
1. Montrer quef(y) > f(z) + Vf(2) - (y — x) + S|z — y|? pour toutr, y € R™.

2. Montrer quef est strictement convexe et qfier) — oo quandz| — oo. En déduire qu'il existe une et une
seule solution au probleme (3.6.56).

Dans la suite, on note cette solution.
Pouru € R? etz € R”, on poseL(z,u) = f(z) +u - (Cx — d).

3. Soitu € IR? (dans cette question,est fixé¢). Montrer que I'application — L(x, u) est strictement convexe
(deIR” danslR) et queL(z,u) — oo quand|z| — oo [Utiliser la questionl]. En déduire qu'il existe une
et une seule solution au probléme suivant :

reRY, L(z,u) < L(y,u), Vy € RY. (3.6.57)
Dans la suite, on note, cette solution. Montrer que, est aussi I'unique élément d&” t.q. Vf(z,) +
Ctu=0.
4. On admet que le théoreme de Kuhn-Tucker s’applique icic@irs). Il existe donz € C* t.q. Vf(T) +
C*u = 0 etw - (CT — d) = 0. Montrer que(T, @) est un point selle d& surlR™ x C*, c’est-a-dire :
L(Z,v) < L(Z,7) < L(y, 1), Y(y,v) € RN x C*. (3.6.58)
=L

Pouru € TR?, on poseM (u) (z4,u) (de sorte quéVl (u) = inf{L(x,u), z € IR™}). On considére

alors le probleme suivant :

uweCt, M(u)> M), YoeCt. (3.6.59)
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5. Soit(x,u) € RY x C* un point selle d&. surR” x C* (c’est-a-direL(z,v) < L(x,u) < L(y,u), pour
tout (y,v) € RY x C*). Montrer quex = Z = z,, (on rappelle qu& est I'unique solution de (3.6.56) et
x,, est 'unique solution de (3.6.57)) et queest solution de (3.6.59). [On pourra commencer par montrer,
en utilisant la premiére inégalité, ques D etu - (Cz —d) = 0.]

Montrer queV f(Z) + Ctu = 0 et queu = Pe+(u + p(CT — d)), pour toutp > 0, ol P+ désigne
I'opérateur de projection orthogonale €lir. [on rappelle que si € IRP etw € CT, on aw = Ppiv <
(v—w) - (w—2)>0,Vz€C")]

6. Déduire des questiorts4 et5 que le probleme (3.6.59) admet au moins une solution.

7. Montrer que I'algorithme du gradient a pas fixe avec prtaegoour trouver la solution de (3.6.59) s'écrit
(on désigne pap > 0 le pas de I'algorithme) :

Initialisation. ug € CT.

[térations. Pouru, € C* connu ¢ > 0). On calculer, € RY t.q.Vf(xx) + Ctuy, = 0 (montrer qu’un tel
xy, existe et est unique) et on posgr1 = Pe+ (ur + p(Cay, — d)).

Dans la suite, on s'intéresse a la convergence de la@tjite., ) rew donnée par cet algorithme.

8. Soitp t.q.0 < p < 2a/||C||* avec|C|| = sup{|Cz|, z € RY t.q.|z| = 1}. Soit(F,7) € RY x C* un
pointselle de. surlRY x C* (c’est-a-dire vérifiant (3.6.58)) ék;., ux)rewv la suite donnée par I'algorithme
de la question précédente. Montrer que

g =P < Jug =P — p(2a — p|C|%) s, — 72, Vk € RY.

En déduire que;, — T quandk — co.

Montrer que la suitéuy ) e €St bornée et que, giest une valeur d’adhérence de la siitg)en, on a
Vf(Z)+ Cta = 0. En déduire que, si rang)=p, on au,, — u quandk — oo et queu estl'unique élément
deC* t.q.Vf(Z) + Ctu = 0.

3.7 Suggestions

Exercice 60 page 149 (Convexité et continuité)

1. (a) Pour montrer la continuité @nsoita # 0, |z| < 1. On poser = sgng) (= ﬁ). Ecrirex comme une
combinaison convexe deet a et écrire0 comme une combinaison convexe:det —a. En déduire
une majoration déf (z) — f(0)].

(b) utiliser la continuité d¢g et la majoration précédente.

2. (a) Faire une récurrence siiret pourr = (z1,y)" avec—R < z7 < Rety € R~ (N > 1), majorer
f(x) en utilisantf (+R,y) et f(—R,y).

(b) Reprendre le raisonnement fait pavr= 1.
(c) Seramener& = R".
3. (a) reprendre le raisonnement fait pdiie= IR.
(b) On pourra, par exemple choidir= C([0, 1], R)...

Exercice 61 page 149 (Minimisation d'une fonctionnelle qudratique)

Appliquer les théorémes du cours-#.
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Exercice 62 page 149 (Minimisation d’'une fonctionnelle qudratique)

1. Calculer la différentielle d¢ en formant la différencé(z + h) — f(x) et en utilisant la définition. Calculer la
hessienne en formant la différen®e (x + h) — V f(x).
2. Utiliser le cours. ..

Exercice 63 page 149 (Algorithme du gradient a pas fixe)

1. Introduire la fonctiony définie (comme d’habitude...) par(t) = f(tz + (1 — ¢)y), intégrer entre 0 et 1 et
utiliser 'hypothése (3.3.15) sW f (z + t(y — x)) — V f(x).

2. Utiliser le cours pour la stricte convexité et I'existenet 'unicité dez, et la question 1 pour montrer que
f(x) — +oo lorsquejz| — +oo.

3. Montrer grace aux hypothéses (3.3.15) et (3.3.16)gue; — Z|? < |z, — Z|*(1 — 2ap + M?p?).

Exercice 65 page 150 (Algorithme du gradient a pas optimal)

2. Utiliser le fait queH est continue.
3. Etudier la fonctionp : IR+ danslR définie parp(p) = f(x, + pwy,).

4. a. Montrer quef est minorée et remarquer que la suiféx,, ) ), est décroissante.

4.b se déduitdu 4.a

4.c. Utiliser la fonctiony définie plus haut, la question 4.b. et la question 2.

4.d. Utiliser le fait que le choix dg,, est optimal et le résultat de 4.c.

4.e. Etudier le polynéme du 2nd degré défini par :P,(p) = f(z,) — plw,|* + §M|w,|?p? dans les cas ou
lwn| < M (fait la quesiton 4.c) puis dans le cas,| > M.

5. utiliser I'inégalité prouvée en 4.e. pour montrer qug| — 0 lorsquen — +oc.

6. Pour montrer que toute la suite converge, utiliser I'argot d’unicité de la limite, en raisonnant par I'absurde
(supposer que la suite ne converge pas et aboutir a une diztiog).

Exercice 67 page 151 (Cas ofi n'est pas croissante a l'infini)

S'’inspirer des techniques utilisées aux exercices 63 at &I impérativement les avoir fait avant...).

Exercice 71 page 154 (Méthode de Polak-Ribiere)
1. Utiliser la deuxiéme caractérisation de la convexitéirRoontrer le comportement & I'infini, introduire la
fonctiony habituelle...¢(t) = f(z + ty)).

2. Pour montrer la concurrence, utiliser le fait quevsi- V f(x,,) < 0 alorsw,, est une direction de descente
stricte def enx,, et que sp,, est optimal alor&’ f (z,, + prwy) = 0.

3. Utiliser la fonctiony définie parp(0) = V f (zy, + Opnws,).
4. C'estdu calcul...
5. Montrer d’abord que-g,,w,, < —v|w,]||g»|. Montrer ensuite (en utilisant la bonne vieille fonctipnléfinie

parp(t) = f(x, + tp,), queg, — 0 lorsquen — +oo.
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Exercice 77 page 157 (Fonctionnelle quadratique)

1. Pour montrer qu& est non vide, remarquer que comehé 0, il existei € RY tel qued - & = o # 0. En

déduire I'existence de ¢ R" tel qued - = = c.
2. Montrer par le théoréme de Lagrange que sist solution de (3.4.29), alogs = (7, \)* est solution du
systeme (3.6.51), et montrer ensuite que le systeme (3.&dbiet une unique solution.

163 Université Aix-Marseille 3 R. Herbin, 17 avril 2010
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3.8 Corrigés

Corrigé de I'exercice 62 page 149 (Minimisation d’une fongbnnelle quadratique)

1. Puisquef(z) = 1Az -z —b-a, f € C>*(RY,IR). Calculons le gradient dg¢ :
1
flx+h) = 5A(:chh)-(:c+h)—b-(:c+h)
=~ e s e tan b b
1 1
= f(x)+§(Ax-h+Ah-x)—b-h+ §Ah-h
= f(x)Jr%(AxwLAtz)~hfb~h+%Ah~h.
Et comme||Ah - h|| < || A2 ||h]|%, ona:
1
Vi) = 5(141: + Alz) — b. (3.8.60)
Si A est symétriqud/ f (x) = Az — b. Calculons maintenant la hessiennefd®’aprées (3.8.60), on a :
1 1
Vf(z+h)= 5(A(ac +h)+ Az +h)) —b=Vf(x)+ 5(Ah+ A'h)
etdoncHy(z) = D(Vf(z)) = 3(A + A"). On en déduit que sil est symétriqueH s(z) = A.

2. Si A est symétrique définie positive, algf®st strictement convexe. De plus4sést symétrique définie positive,
alorsf(x) — +oo quandz| — +oo. En effet,

Ah-h > «alh|? ou« est la plus petite valeur propre de eta > 0
(6%
F(h)y = SRl = [elllAll; or eall < bl 7]

f(h)
On en déduit I'existence et I'unicité dequi minimisef. On a aussi :

V(@) =0 f(2) = inff

Y

A (@ - b) — oo quandh — +oo

Par la question 1z est donc l'unique solution du system& = b.

Corrigé de I'exercice 63 page 149 (Convergence de I'algohime du gradient a pas fixe)

1. Soity la fonction définie ddR dansR” par :¢(t) = f(z + t(y — z)). Alors ¢(1) — p(0) = fol Vf(x+
t(y —x)) - (y — x)dt, etdonc :

fly) = f(z) =/O Vi +tly—x) - (y—x)dt

Onadonc:

) — f(2) ~ V(@) (g — o) = / (Vi@ 4ty — ) (y —2) — Vi) - (y - 2))dt,
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c'est—a—dire :

)~ F(@) — Vi) (y—z) = / (Vf (@ 4ty - 2)) — V() -(y — 2)dt.

>at(y—w)?

Gréace a la premiére hypothése guceci entraine :

1
) = f() = V(@) - (y—2) > a / tly —aPdt = Sy — a2 > 0siy # . (3.861)

2. On déduit de la question 1 qyfesst strictement convexe. En effet, grace a la question I, tpati(z, y) €
E?, f(y) > f(x) + Vf(z)- (y — ) ; et d’apres la premiére caractérisation de la convexiié proposition
3.11 p.47, on en déduit qyeest strictement convexe.

Montrons maintenant qug(y) — +oo quandy| — +oc.

On écrit (3.8.61) pour = 0: f(y) > £(0) + VF(0) -y + %|y|2.
CommeV f(0) -y > —|Vf(0)|(y), onadonc
f) = £(0) = [VF(O)| |yl + 5 IyP. etdonc:
F@) = £0) +1yl (vl — [VF(0)]) = +oo quandy| + oo.
3. Onposé(z) =« — pV f(x). L'algorithme du gradient a pas fixe est un algorithme de tdoia pourh.

Tnt1 = Tp — pV f(xn) = h(zy).

A L . . . 2
Grace au théoreme 2.3 page 84, on sait/gest strictement contractantelsk p < VO;.
Doncz,, — Z unique point fixe dé, c'est-a—direz = h(Z) = & — pV f(Z). Ceci entraine

Vf(z)=0doncf(z) = i%ff car f est convexe

Corrigé de I'exercice 65 page 150 (Convergence de I'algohine du gradient a pas optimal)

1. On sait quef(z) — +oo lorsquejz| — +o00. DoncVA > 0,3R € Ry ; x| > R = f(x) > A. En
particulier pourd = f(z) ceci entraine :

JReR4; € Br= f(z) > f(zo)-

2. Commef € C?(IRY,IR), sa hessienn& est continue, don{ H || atteint sonmax sur Bz qui est un
fermé borné d&R " . SoitM = max,cp,,,, |H(z)|, onaH (z)y -y < My -y < M|y|?.

3. Soitw,, = =V f(x,).
Siw, =0, 0N POSEr,+1 = Tn.
Siw, # 0, montrons qu’il existey > 0 tel que

f(@n 4 pwn) < f(zn + pwn) Yp > 0.

On sait quef(x) — +oo lorsque|z| — +oo.

Soity : R4 — IR définie parp(p) = f(zyn, + pwy). Onap(0) = f(x,) ete(p) = f(an + pw,) — +00
lorsquep — +o0.

En effet sip — +o0, on alz,, + pw,| — +oo. Doncy étant continuep admet un minimum, atteint em
etdoncdp € Ry ; f(xy + pw) < f(xn + pwy,) Vp > 0.
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4. a) Montrons que la suitef (z,,)),cn €st convergente. La suitg (x,,)),en Vérifie

f(xn-i-l) < f(wn)

De plusf(z) — +oo lorsquejz| — 400 doncf est bornée inférieurement. On en conclut que la suite
(f(zn))nen €st convergente.

b) Montrons quer,, € Br Vn € IN. On sait que si: ¢ Bg alorsf(z) > f(xg). Or la suite(f (2, ))ner
est décroissante dorf¢z,,) < f(z¢) Vn,doncz, € Br, Vn € IN.

2
1 . P
c) Montrons quef (z,, + pwy) < f(z,) — plwn|? + %M|wn|2, Vp € [0, —]. Soity définie delR ;-
w

|wn|

dansR parp(p) = f(z, + pwy). Ona
2

2(p) = 9(0) + ' (0) + 5" (5). 00 7 €]0,pl.

Or ¢ (p) = Vf(zn + pwy) - w, ete”(p) = H(xy + pwy)wy, - w,. DONC

2
0(p) = (0) +p V F(@n) wn + = H (2, + prn)wy - wy.

~ N — 2
0 — Wy,
Sipe[0,—]ona
|y
|zn + pwn| < |xn|+| ||wn|
n
< R+1,

doncz,, + pw, € Br41 etpar la question 2,
H (x4 pwn)wy, - wy < Mw, |2

On a donc bien )
2(p) = f(wn+ pwn) < f(@n) = plwn[? + 5 Mw, [
|wn|2

d) Montrons quef (z,+1) < f(x,) — i
Comme le choix de,, est optimal, on a

Si |w,| < M.

f(@ns1) = f(xn + pnwn) < flon + pwn), Vp € Ry,
donc en particulier

— .

’ |wy|

f(-rn-i—l) < f(xn + pwn)7 Vp € [0

En utilisant la question précédente, on obtient

—. (3.8.62)

’ |wy|

2
Fenin) < fan) = plonl? + E-Mlwa? = o(p), Vp e [0

Or la fonctiony atteint son minimum pour

*|wn|2 +pM|wn|2 =0
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. . . 1 1 . L
c’est-a—direoM = 1 ou encore = ﬁ ce qui est possible T—| > i (puisque 3.8.62 est vraie si
Wn,

1
p< .
|wn|

Comme on a suppose,,| < M, on adonc

|wn|2

2M -

|wn|2 o

*f(xn)*

|wn|2 +
M 2M

f(anrl) < f(xn) -

|wy|

2
e) Montrons que- f(xy41) + f(zn) > SN oUM = sup(M, M) avecM = sup{|Vf(z)|, = € Cr}.
On sait par la question précédente que si

] <M, ona— f(ann) — Flr) > 200
Montrons que Sjw,,| > M, alors—f(zn4+1) + f(2n) > |w"~|2. On aura alors le résultat souhaité.
Ona ) M
Jns1) < f(an) = plual? + 5 Mlwal?, p € [0, 7).
Donc

2
Flane) < min [f(en) = plwal’ + 5 Mpw )

wn |

Pn(P)

— lercas sjw,| < M, on a calculé cenin a la question c).

— si|w,| > M, la fonctionP,(p) est décroissante s{li, —| et le minimum est donc atteint pogr=
w

|wn|

1
|wn|.
1 M n
_ |wy[?
< Sln) =T

5. Montrons quéV f(z,,) — 0 lorsquen — +oco. On a montré quen, |w,|?> < 2M(f(x,) — f(zn1)). OF
la suite(f(zn))ne~ st convergente. Donfe,,| — 0 lorsquen — +oo etw,, = V f(z,) ce qui prouve le
résultat.

La suite (z,,)nen €st bornée doné(ny)rew €tz € RY: Zn, — « lorsquek — +oco et comme
Vf(xn,) — 0, 0n a, par continuitéy f (&) = 0.

6. On supposé ! z € R™ tel queV f(z) = 0. Montrons quef(z) < f(z) V2 € R et quex,, — Z quand
n — +o00. Commef est croissante a l'infini, il existe un point qui réalise umimum def, et on sait qu’en
ce point le gradient s'annule ; en utilisant I'hypothésenitité, on en déduit que ce point est forcément
etdoncf(z) < f(z) pour toutz € R”.

Montrons maintenant que la suite, ),,eiv converge verg. En raison de I'hypotése d’unicité, on a forcé-
mentZ = Z, et on sait qu’'on a convergence d’une sous-suitéige, i versz par la question 5. Il reste
donc & montrer que c’est toute la suite qui converge. Supysagelle ne converge pas; alors

>0, VkeNN, Ing >k etly,, — 7| > (3.8.63)

Mais d’aprés la question 5), on peut extraire de la slitg ), Une sous—suite qui converge, ce qui con-
tredit (3.8.63). Donc la suitér,, ) ,en converge.
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Corrigé de I'exercice 68 page 151 (Méthode de relaxation)

1. On vu a I'exercice 63, questions 1 et 2, qu¢ siérifie I'hypothése (3.6.43) alors est strictement convexe et
tend vers I'infini en l'infini, et donc il existe un uniquee IR™ réalisant son minimum.

2. Ecrivons I'hypothése (3.6.43) avec= sej, ety = tey, ol (s,t) € IR? ete, est lek-ieme vecteur de la base
canonique d&R " ; en notan®;, f la dérivée partielle d¢ par rapport a l&-iéme variable, il vient :

(Orf(s) = Ouf(t))(s —t) > als — t]*.

En appliquant & nouveau les résultats de I'exercice 63 tigmssl et 2 au ca®/ = 1, on en déduit I'existence et
unicité des tel que

Comme l'algorithme (3.6.45) procedeMa minimisations de ce type a chaque itération, on en déduitajgeite
(™), construite par cet algorithme est bien définie.

3.(a) Par deﬁmuon:;;("Jr réalise le minimum de la fonctmp\g“rl surlR. Comme de pluspEC”“) € CY(IR,R),

ona donc(cp("“ ) ( l(anrl)) 0. OI’( (n+1)> ( ;anrl)) _ 8,f($("+1’k)), et don(ﬁkf(:r("+1’k)) —0.
D’aprés la question 2 de I'exercice 63, on a

f(:L'(n+1’k_1)) o f(:L'(n+1’k)> > Vf(x(n+1’k)) . (:L,(n-l-l,k—l) o x(n-{-l,k))

+ %lw(n-i-l,k—l) — g LR)2,

Or g 1k=1) _ g(nt1k) — 3" D) ot g f(p(n 1K) o) — 9y (1K) = 0. On en déduit que :

f(x( +1,k 1)) *f( (n+1, k)) 5| ( +1,k—1) 71,( +1,k)|2.

3.(b) Par définition de la suite:™),.cv, on a:

f(x(nJrl,kfl)) - f(x(nJrl,k))'

M=

fa™) = faHD) =

el
Il

1

Par la question précédente, on a donc :

N
(n) n+1) S @ (n+1,k—1)) (n+1,k) (2
Fla™) = > 5 Z — 2R,
Or g(nt1LE=1)) _ p(ntlk) — fx;"“)ek, et(ex)renaim €St UNe base orthonormée. On peut donc écrire que

n n+1
(@™ — 2")ey 2

hE

N
Z |x(n+1,k71)) - :L,(nJrl.,k) |2

el
Il
=

@ =2 el

Il
-

=~
Il
_

(x(nJrl,kfl)) _ x(n+1,k))|2

NE

B
Il

1
_ |$(n) - x(n+1)|2.
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On en déduit que

Fa) - fati0) > &

La suite(f(z(™)),en est bornée inférieurement pAfz) ; 'inégalité précédente montre qu’elle est décroissante,
donc elle converge. On a dorféz(™) — f(z(**+Y — 0 lorsquen — +oo, et donc par I'inégalité précédente,

|$(n) _ x(n+1)|2_

lim |x(”) - x(”+1)| =0.
n—-4o0o

De plus, poud < k < N,

n n+1
(@™ — 2" TD)e,|?

WE

|:L,(n+1.,k) - x(n+1) |2

~

1= 1=

(20" — " )e,?

= | (x(n+1,€71)) _ w(n+1,l))|2
{=
|z(®) — (D)2,

IA
>

d’oli 'on déduit qudim,, _, | |z t1F) — gD = 0,

4. En prenant = z ety = z(**1 dans I'hypothése (3.6.43) et en remarquant que, puisgéalise le minimum
def,onaVf(z) =0, on obtient:

(=V (™)) (2 — ")) > a|z — 2D 2

3

et donc, par 'inégalité de Cauchy Schwarz :

1
N 3
1
(n+1) _ =z <« = ) (n4+1)y|2 .
) — 7 < = <k§_1j| (20D )

5. Par les questions 1 et 2 de I'exercice 63, on sait que ldifong est croissante a I'infini. Donc il existé > 0 tel
que sijz| > Ralorsf(x) > f(zo). Or, la suite(f(x,))nen étant décroissante, onféx,,)) < f(x) pour toutn,
etdondz, | < R pour toutn. Par la question 3(b), on sait que pour tbut 1, lim,, | o |z T1F) — (D] =0,

ce qui prouve que les suités" 1)), .y, pourk = 1,..., N, sont également bornées.

Commelim,, ., ; [ F1F) — 2("+1)| = 0, on a pour touy) > 0, I'existence deV, € IN tel que|z("+1.F) —
x| < 5 sin > N,. Commef € C'(IR,IR), la fonctiondy f est uniformément continue sur les bornés
(théoréme de Heine), et donc pour teut 0, il existen > 0 tel que sijla — y| < n alors|Oy f(x) — Ok f(y)| < e.

On adonc, poun > N, : |0y f(z("F1R)) — 9 f(x("+D)| < ¢, ce qui démontre que :

|0k f (V)| — 0 lorsquen — +oc.

On en conclut par le résultat de la question 4 gtie — z lorsquen — +oo.

6. On a vu a l'exercice 62 que dans ce &ag,(x) = 3(A+ A’)z — b. L'algorithme 3.6.45 est donc la méthode de
Gauss Seidel pour la résolution du systeme Iiné?@ne + Az = 0.

7 (a) La fonctiong est strictement convexe (car somme d’une fonction strieteroonvexe (1, z2) — 3 + a3,
d’'une fonction linéaire par morceauXa:, z2) — —2(x1 + x2) + 2|z1 — x2|. et croissante a I'infini grace aux
termes en puissance 2. Il existe donc un unique élémentz;, 7)! delR? tel queg(T) = inf,cr> g(z).
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7 (b) Soite > 0. On a, pour tout: € R, ¢ (¢) = g(x,z + ¢) = 22 + (z + €)? — 4, qui atteint (pour tout:) son
minimum poure = 0. Le minimum dey se situe donc sur I'axe = y. Ory(z) = g(z,x) = 22? — 4x atteint son
minimum enz = 1.

7 (c) Siz(® = (0,0)t, on vérifie facilement que I'algorithme (3.6.45) appliqué ést stationnaire. La suite ne
converge donc pas vers La fonctiong n’est pas différentiable sur la droitg = .

Corrigé de I'exercice 71 page 154 (Méthode de Polak-Ribigye

1. Montrons quef est strictement convexe et croissante a l'infini. $olia fonction delR danslR définie par

p(t) = f(z +ty — x)).

Onayp € C*(R,R), 9(0) = f(x) etp(l) = f(y), etdonc :

ﬂ@—ﬂ@=wﬂ»ﬁéﬂ—ﬂ¢%ﬂt (3.8.64)

Ory'(t) =V(z+tly —x)) - (y—x)etdoncy”(t) = H(z + t(y — x))(y — z) - (y — ). On a donc par
hypothésey” (t) > aly — x|?.
On déduit alors de 3.8.64 que

F) 2 f@) + V(@) - (y = @) + Gy — al, (3.8.65)

L'inégalité 3.8.65 entraine la stricte convexité fleet sa croissance a l'infini (voir démonstration de la
convergence du gradient a pas fixe, exercice 27).
[l reste & montrer que 'ensemblP (H (z)) des valeurs propres dé(z) est inclus dangy, 5]. Commef €
C?*(IR,R), H(x) est symétrique pour tout € IR, et donc diagonalisable dafis. Soit A € VP (H (z)); il
existe dongy € R”Y, y # 0 tel queH (x)y = Ay, etdoncay -y < Ay -y < By -y, YA € VP(H)(x)). On
en déduit qu&’P(H (z)) C [«, 3].
2. Montrons par récurrence sarqueg™ 1 . () = 0 etg(™ . (") = ¢ . (") pout toutn € IN.
Pourn = 0, on aw® = ¢ = v f(2(®).
Si Vf(2(®)) = 0 lalgorithme s’arréte. Supposons donc dug (z(?)) # 0. Alors w® = —V f(2(?) est
une direction de descente stricte. Commie = z(9) + pyw(®) ol py est optimal dans la directian(®), on
agW . w® = —Vf(zM).w® =0.De plus, on a évidemmept®) - (9 = ¢(©) . 4(0),
Supposons maintenant qgé€” - w(™~1 = 0 et g1 . g(n=D = (n=1) . ("= et montrons que
gD () — g etgm . gl — .
Par définition, on a :
w™ = g™ 4\, 1wV, donc
w® . g = g () 4\ (1) L gm) — () ()

par hypothése de récurrence. On déduit de cette égalité¢lie ¢ > 0 (carg™ # 0) et doncw™ est
une direction de descente stricte2€ft). On a dondv f (z(*+1).w(™ = 0, et finalemeny "+ . (™) = 0.
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3. Par définitiong™ = —V f(2(™); or on veut calculey™ ) — ¢ = —V f(2(*+1)) 4V f(2(™). Soity
la fonction delR danslR, définie par :

p(t) = =V (™ + i@t —2)).
Onadonc:

e(1) —p(0) = gt —gm

= /01 o' (t)dt.

Calculonsy’ : ¢/ (t) = H(z™ 4 t(z(*tD) — () (z(»+1) — 2(), Et commez™+1) = (") + p (™),
onadonc:
gD g = g ) (3.8.66)

De plus, commg("t1 . (") = 0 (question 1), on obtient par (3.8.66) que

g (™

P =7 0

(carJ,w™ -w(™ £ 0, puisqueJ, est symétrique définie positive).
4. Par définition, on (™ = ¢(™ + \,_ w1, et donc

[w™] < [g™] + A1 |[w™ D). (3.8.67)

Toujours par définition, on a :

Ap—1 = g=1) . g(n=1)

Donc, par la question 3, on a:
. png(n) . J(nfl)w(nil)
- g(nfl) . g(nfl)

)\nfl

En utilisant la question 2 et & nouveau la question 3, on a donc

Jn=1)g(n=1) . g(m)

An—1 = T D p(n—1) . p(n—1)°

et donc
B |J(n—1)w(n—1) .g(n)|

An—1 = J—Dy(n—1) . y(n—1)"

carJ(™—1) est symétrique définie positive.
De plus, en utilisant les hypotheses giiron vérifie facilement que

alz? < J™Wg .z < Blz)® Ve e RY.

On en déduit que
| J(n=Dgp(n=1) . g(n)]

<
An—1 < afwr=1) 2

On utilise alors l'inégalité de Cauchy—Schwarz :
|J(n—1)w(n—1) .g(n)| HJ(n—l)H2 |w(n—1)| |g(n—1)|

<
< Bl D] "L,
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On obtient donc que

5 1gnY|
An—1 < @ jw DI’
ce qui donne bien grace a (3.8.67) :
0] < g1+ D),

5. e Montrons d’abord que la suitéf (2(™)),en converge. Commg (z("+1)) = f(z(™ + p,w™) <
f@™ + pw™) Vp > 0, on a donc en particulief (z("*+1) < f(=(™). La suite(f(2™)),en est
donc décroissante. De plus, elle est minorée fian. Donc elle converge, vers une certaine limite
¢ € R, lorsquen tend verstoc.

e La suite(z(™),,cv est bornée : en effet, comnyeest croissante a l'infini, il exist® > 0 tel que si
lz| > Ralorsf(x) > f(z(@). Or f(z(™) > f(2©) pouttoutn € IN, et donc la suitéz™)),,c v est
incluse dans la boule de raydh

e Montrons queV f(z(™) — 0 lorsquen — +oo.
On a, par définition de("+1),

F@ ) < f@™ + pw™), Vp > 0.

En introduisant la fonctiop définie deR dansR parp(t) = f(z(™ +tpw™), on montre facilement
(les calculs sont les mémes que ceux de la question 1) que

1
F(@™ + pw™) = f(2™) + pV (™) - w™ + p2/ H(z™ + tpw™)w™ ™ (1 — t)dt,
0
pour toutp > 0. Grace a I'hypothése suf, on en déduit que
F) < £ 4 pVHE) w4 5 Pl o2 0

commeV f(z™) - w™® = —g(") . (™ = —|¢(|2 (question 2) et commpv™| < [¢™|(1 + 2)
(question 4), on en déduit que :

FEY < f@™) = plg™ P + p*y|g™ 1 = ¢ulp), Vp =0,

ou~y = %2 +(1+ §)2. La fonctiong,, est un polynéme de degré 2 enqui atteint son minimum

. 1 1
lorsquey), (p) = 0, i.e.pourp = 2 On a donc, poup = 2

1
flatm D) < fat) - @Ig("’IQ,
d’ou on déduit que

9™ < 4y(f(@™) = ) =0

On adoncV f(z(™) — 0 lorsquen — +oc.

e La suite(z(™),,c v étantbornée, il existe une sous—suite qui convergewer®R ", commeV f (z(™)) —
0 et comme
nabla f est continue, on & f(x) = 0. Par unicité du minimumf{ est croissante a I'infini et strictement
convexe) on a done = z.
Enfin on conclut a la convergence de toute la suite par un agtlassique (voir question 6 de
I'exercice 65 page 150).
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Corrigé de I'exercice 72 page 154 (Algorithme de quasi Newi)

Partie 1
1. Par définition dev™, ona:
w™ V™) = —KMV ™). V™) <o

car K est symétrique définie positive.
Commep,, est le paramétre optimal dans la directioff”), on aV f (2™ + p,w™) - w™ = 0, et
doncAz™ - w™ + p, Aw™ - w™ =p.w ; on en déduit que
g™
P = T ) )

Commew™ = — K™ ¢(") ceci s'écrit encore :

g™ Kmgm
Pn = AR Mg - K gm)°

2. SIK™ = A~ laformule précédente donne immédiatement= 1.
3. La méthode de Newton consiste a chercher le zéng fipar I'algorithme suivant (a I'itération 1) :

Hy(20) (@) —20) = ~Vf (),
(ou H(x) désigne la hessienne geau pointr) c’est-a—dire
Az — 20y = — 4z 4,

On a doncAz(™ = b, et comme la fonctiorf admet un unique minimum qui vérifiéz = b, on a
doncz(!) = z, et la méthode converge en une itération.

Partie 2 Méthode de Fletcher—Powell.
1. Soitn € IN, on suppose qug&™ = 0. Par définition, on @™ = 2+ —z(") = _, K¢ avec
pn > 0. CommeK (™) est symétrique définie positive elle est donc inversibletcdmmmey (™ = 0,
onakK (g™ =0 etdoncs™ £ 0.
Soiti < n, par définition des™), ona :

s AsO) = _p j) () L A00)
CommeK () est symétrique,
S As) = _p ) . ) 400,
Par hypothése, on& (" As(?) = s() pouri < n, donc on a bien que $i< n
s 45 = 0o g™ . 5O g,

Montrons maintenant qug™ - s() = 0 pouri < n.
eOna . . ) o
g(z""l) . S(Z) — _pig(%"'l) . K(l)g(l)
= gD L)
Or gttt = Vv f(2(+1) et p; est optimal dans la directian’”). Donc

gt L 56 = g,
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eOna
(g(") _ g(i+1)) s = (A:c(") _ Ax(i+1)) O]

n—1

= Z (Az®F+D) — Az (). 50
k=i+1
n—1

= Z AsF) .S(i),
k=i+1

= 0

Par hypothése dd—conjugaison de la famillés(),_; ;_; on déduit alors facilement des deux
égalités précédentes qué”) - s() = 0. Comme on a montré qug™ - s() = 0 si et seulement si

.....

s() sont non nuls.
2. Montrons quéek ("t1) est symétrique. On a:
(s(n)(s(n))t)t [(K(n)y(n))(K(n)y(n))t]t

(41t _ ()¢ B _ (n+1)

car K (") est symétrique.
3. Montrons ques ("tD As() = s() sj0 < i <n.Ona:

R 44— gm0 ¢ Sy (K ) (O ™)

BN ENSY (1)

— Considérons d’abord le cas< n. On a
s (st A5 = s(M[(s(M) A450)] = s(M[s(M) . 45(D] = 0
cars(™ . As() = 0sii < n. De plus, commé (™) est symétrique, on a:
(K ) (R (M) A0 fm)y () ()t () g (0.

Or par la question (c), on B (" As() = s() si0 < i < n. De plus, par définitiony(™ = As(™).
On en déduit que

(KM ) (K ) A — gy (456 = Fmy(m) (5(m)t 4400) —

puisque on a montré en (a) que les vected?s, . . ., s™) sont A-conjugués. On déduit alors de
(3.8.68) que
KD 450 — fem) 450 — g00).

— Considérons maintenant le cas n. On a

SNy DYDY

(1) gg0m) — () 4(m)
KA = KA 4 oy 49 Ky g0

et commey™) = As(™ | ceci entraine que

KOHD AsM) = ) gg(m) 4 (m) _ pelm)yn) — g(m)

Analyse numérique |, Télé-enseignement, L3 174 Université Aix-Marseille } R. Herbin, 17 avril 2010



3.8. CORRIGES CHAPITRE 3. OPTIMISATION
4. Pourz € RY, calculonsk ™tV g . 4 :

S(n)(s(n))t (K(n)y(n))(K(n)y(n))t
sy T T R gy () )

Kotg. = KMWg . g+ x- T
Oor s (sM)ty .z = s (s . z) . 2 = (s . 2)?, et de méme(K (") y™))(K ™ y(m)ty . g =
(K™y(™) . )2 On en déduit que

(s . 2)2  (KMym) . g)2

(g g = ) _
Ko =Kot Gy ~ Kmym g

En remarquant qug(™ = As("), et en réduisant au méme dénominateur, on obtient alors que

(K(”)x . x)(K(n)y(n) .y(n)) — (K(n)y(n) -x)? (S(n) - x)?

(D) g =
K (Kt ) T A s

Montrons maintenant qui (1) est symétrique définie positive. Comrié™ est symétrique définie
positive, on a grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz @€y - 2)? < (K(™Wg - 2)(K ™ y()
avec égalité si et seulementiséty(™ sont colinéaires. Si n’est pas colinéaire g™, on a donc donc
clairement

K0z 2 > 0.

Si maintenant est colinéaire ™, i.e.z = ay(™ aveca € IR, on a, grace au fait qug™ = As™,

n) . ..\2 (n) . n))\2
% = aQ% > 0, etdoncK ™tV .z > 0.
On en déduit qués (1) est symétrique définie positive.
5. On suppose que™ # 0si0 < n < N — 1. On prend comme hypothése de récurrence que les
vecteurss(?) ..., s("~1) sont A-conjugués et non-nuls, qi&’) As( = s() si0 < i < j < netque
les matrices (/) sont symétriques définies positives pgut 0, .. ., n.
Cette hypothése est vérifiée au rang= 1 grace a la question 1 en prenant= 0 et K () symétrique
définie positive.
On suppose qu’elle est vraie au rand-a question 1 prouve qu’elle est vraie au rang 1.
Il reste maintenant & montrer qu&€¥+t) = A~'p = 7. On a en effetx (V) As() = s() pouri = 0 &
N — 1. Orles vecteurs(® ..., s(»=1) sont A-conjugués et non-nuls : ils forment donc une base. On
en déduit quek (M) A = Id, ce qui prouve quélY) = A~ et donc, par définition de¥ 1, que
N = A 1p =7

Exercice 75 page 157 (Sur I'existence et I'unicité)
La fonctionf : IR — IR définie parf(z) = 2 est continue, strictement convexe, et croissante a 'iriidions

maintenant les propriétés dé€ dans les quatre cas proposeés :

(i) LensembleK = {|z| < 1} est fermé borné et convexe. On peut donc appliquer le thédexistence et
d’unicité 3.34 page 139. En remarquant gie) > 0 pour toutz € IR et quef(0) = 0, on en déduit que l'unique
solution du probléme (3.4.29) est dane-= 0.

(i1) LensembleK = {|z| = 1} est fermé borné mais non convexe. Le théoréeme d’exister¥®age 138

s’applique donc, mais pas le théoréme d’unicité 3.33 page D8 fait, on peut remarquer qué = {—1,1}, et
donc{f(z),z € K} = {1}. Il existe donc deux solutions du probléme (3.4.29) = 1 etz; = —1.
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(7i1) LensembleK = {]z| > 1} est fermé, non borné et non convexe. Cependant, on peut &Crr K U Ko

ou K, = [1,4o00[ et Ky =] — 00, —1] sont des ensembles convexes fermés. On peut donc appkgtioreme
3.34 page 139 : il existe un uniqug € IR et un uniquezs € IR solution de (3.4.29) pouk = K; et K = Ko
respectivement. Il suffit ensuite de compateetz,. Commer; = —1 etzo = 1, On a existence mais pas unicité.

(iv) LensembleK = {]z| > 1} n’'est pas fermé, donc le théoreme 3.32 page 138 ne s’apiagieDe fait, il
n’existe pas de solution dans ce cas, car 6ing, 1+ f(z) = 1, et doncinf x f = 1, mais cet infimum n’est pas
atteint.

Exercice 76 page 157 (Maximisation de I'aire d’'un rectanglé périmétre donné)

1. On peut se ramener sans perte de généralité au cas duteftan, ] x [0, z2], dont I'aire est égale a; x» et
de périmetre(z; + x2). On veut donc maximiser; o, OU encore minimiserz;z,. Pour = (z1, z2)" € R?,
posonsf(z1,x2) = —x122 €tg(x1, 22) = x1 + x2. Définissons

K ={z = (z1,22)" € (R4)* tel quez; + x5 = 1}.

Le probléme de minimisation de I'aire du rectangle de pétien@onné et égal a 2 s’écrit alors :

< s > <K (3.8.69)
f(.fl,f'g) < f(l'l,mg) V(I’l,xg) c K

2. Commer; etz, sont tous deux positifs, puisque leur somme doit étre égalels sont forcément tous deux
inférieurs & 1. Il est donc équivalent de résoudre (3.8.69B06.50). L'ensemblé est un convexe ferme borné,
la fonction f est continue, et donc par le théoréme 3.32 page 138, il existaoins une solution du probleme
(3.6.50) (ou (3.8.69)).

3. CalculonsVg : Vg(z) = (1,1)%, donc rangDg(z,y) = 1. Par le théoreme de Lagrangegsi= (1, z2)" est
solution de (3.8.69), il exist® € IR tel que

Vf(z,9)+AVg(z,y) =0,
T+7y=1.
OrvVf(z,y) = (—z,—3)' etVg(z,y) = (1,1)". Le systéme précédent s’écrit donc :
—JHA=0-T+A=0 Z+7=1.
Onadonc .
Exercice 77 page 157 (Fonctionnelle quadratique)

1. Commed # 0, il existez € R" tel qued - & = o # 0. Soitz = <7 alorsd - x = c. Donc 'ensembleX est
non vide. L'ensembléS est fermé car noyau d’une forme linéaire continudrfé danslR, et K est évidemment
convexe. La fonctiorf est strictement convexe ¢gfx) — +oo quandjz| — +oo, et donc par les théorémes 3.32
et 3.33 il existe un unique solution de (3.4.29).
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2. On veut calculeft. On a :Dg(z)z = d - z, et doncDg(x) = d*. Commed # 0 on arang(Dg(x)) = 1, ou
encorelm(Dg(x)) = IR pour toutz. Donc le théoreme de Lagrange s’applique. Il existe dbre IR tel que
V(&) + AVg(z) =0, c'est-a-direAz — b+ \d = 0. Le couple(z, A) est donc solution du probléme suivant':

Az — b+ Ad =0,
{ o : (3.8.70)
A d _
qui s’écrit sous forme matricielle By = ¢, avecB = € My+1(R), y = [ f\ } e RV et
dt 0
b
e= e RV ! Montrons maintenant quB est inversible. En effet, soﬁ{ Z ] e RV, avecz € RY

C
ety € IR tel queBz = 0. Alors

A d

]
d | o a

Ceci entrainedxr — du = 0 etd'z = d-x = 0. On adoncAz - z — (d - z)pu = 0. On en déduit que: = 0, et

commed # 0, quep, = 0. On a donc finalement = 0.

On en conclut queB est inversible, et qu'il existe un unique, \)* € IRV *! solution de (3.8.70) et et est
solution de (3.4.29).

Exercice 81 page 158 (Application simple du théoréme de Kuhmucker

La fonction f définie deEl = IR? dansIR par f(x) = x> + y? est continue, strictement convexe et croissante a
linfini. Lensemble K qui peut aussi étre défini pais = {(z,y) € IR*; g(z,y) < 0}, avecg(z,y) =1 —z —y

est convexe et fermé. Par le théoréme 3.34 page 139, il y aalosience et unicité de la solution du probleme
(3.4.29). Appliquons le théoréme de Kuhn-Tucker pour l@d8@ination de cette solution. On a :

Vo) = ( 1y ) evsen =5 ).

Il existe donch € IR, tel que :

20 — A =0,
2y — A =0,
l-z—-y<0,
A>0.

Par la troisieme équation de ce systeme, on déduipgqué) oul —z —y = 0. OrsiA = 0, 0nax = y = 0 parles
premiéere et deuxieéme équations, ce qui est impossible sorrdee la quatrieme. On en déduit due « — y = 0,
et donc, par les premiére et deuxiéme équations,y = 1.

Exercice 3.6 page 159 (Exemple d'opérateur de projection)

2. Soitp I'opérateur de projection définie a la proposition 3.44 pag@, il est facile de montrer que, pour tout
t=1,...,N,:

(rx(Y)i =wvi Sy € [, Bil,

(pr(y))i =a; Sy <a, ce qui entraine

(rx(y))i =06i Sy > B,

(px (v)); = max(a;, min(y;, 8;)) pourtouti = 1,..., N.
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Chapitre 4

Equations differentielles

4.1 Introduction

On s’intéresse ici a la résolution numérique d’équatioffédintielles avec conditions initiales (ou probleme de
Cauchy):
a'(t) = f(a(t),t) t >0,
{ 2(0) = o, (4.1.1)

ou f est une fonction d&R"Y x IR a valeurs dan® ", avecN > 1. linconnue est la fonction: de IR dans
IR™. Souvent; représente le temps, et on cherche derienction delR , a valeurs dan® . On a donc affaire

a un systeme différentiel d’ordre 1. De nombreux exempleprdblémes s’'écrivent sous cette forme. Citons
entre autres les lois qui régissent la cinétique d’'un entemid réactions chimiques, ou encore les équations
régissant la dynamique des populations. Notons qu’un sysgifférentiel faisant intervenir des différentielles
d’ordre supérieur peut toujours s’écrire sous la forme.4.1Prenons par exemple I'équation du second ordre
décrivant le comportement de I'amortisseur d’une voiture :

my"” +cy' +ky =0,
y'(0) = 0.

ol m est la masse de la voiture,le coefficient d’amortissement étla force de rappel. Linconnug est le
déplacement de I'amortisseur par rapport & sa positionudibce. Pour se ramener a un systéme d’ordre 1, on
poser; =y, x2 = y', et le systeme amortisseur s'écrit alors, avec comme ing@nn= (z;, z2)" :

{ j((t))::é(j%)){t)’ avecf (z,t) = ( _i(cZ’+ k) ) : (4.1.3)

On rappelle que par le théoréme de Cauchy-Lipschitf, si C*(RY x IR,IR") alors il existeT); > 0 et
x € C2([0, Ta [, IRY) solution maximale de (4.1.1), c’est-a—dire quest solution de (4.1.1) si0, 7|, et que
s'il existea > 0 ety € C?([0,a[,IR") solution de (4.1.1) sul), [ alorsa: < Ty ety = x sur[0, af. De plus,
par le théoréme d’explosion en temps fini7T&i < +oo alors|z(t)| — +oo quandt — .

Remarque 4.1 (Hypothése suif) En fait, pour avoir existence et unicité d’'une solution nnaaie de(4.1.1) on
peut affaiblir I'hypothésef ¢ C'(RVx R,IRY) enf € C(R" x R,RY) qui soit “lipschitzienne sur les
bornés", c’est—a—dire qui vérifie :

VA >0,3IM4 € R, telquevt € [0, T, V(z,y) € Ba X Ba,

|f(z,t) = f(y,t)] < Malz —yl. (4.1.4)
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4.1. INTRODUCTION CHAPITRE 4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES
ou |.| désigne une norme sk’ et B4 la boule de centre O et de rayod. Il est clair que sif € CT(IRY x
R,IR™) alors f vérifie(4.1.4) alors qu’elle n’est évidemment pas forcément globaletigsthitzienne (prendre
f(x) = 22 pour s’en convaincre). De méme la propri¢té1.4)est encore vérifiée g est “C! par morceaux",
propriété toutefois délicate & démontrer dans le cas gdnéra

Exemple 4.2 On supposeV = 1; soit la fonction f définie parf(z,t) = 22 On considére le probléeme de

Cauchy : p
{ ) =)
z(0) =1

La fonctionf est de class€'!, donc lipschitzienne sur les bornés (mais pas globaleniesthitzienne). On peut
donc appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz qui nousid@xistence et unicité d’'une solution maximale. On
cherche alors a calculer une solution locale. Un calcul siengonnex(t) = 1 , et cette fonction tend versoo
lorsquet tend versl —. On en déduit que le temps maximal de la solutiorfgst= 1, et on a donc comme solution
maximalex(t) = = ¢ € [0,1[.

Exemple 4.3 Supposons qué € C'(R”Y x IR,IRY), et soitz la solution maximale dé4.1.1)sur [0, T[. On
suppose que pour tolt< 1" < +oo, il existear > 0 etbr > 0 tels que

|f(z,1)| < arl|z| +br Yz e RY, Vt€[0,T]

Onadonc /(t) < ar|xz(t)| + by pour toutt, en intégrant entre O &t on obtient :

t
ac(t) < aT/ |$(S)|d8 + +brt + Zo,
0

etdonc: ,
() gaT/ l(s)[ds + [br|T + o], V¢ € [0, T].
0

On peut alors appliquer le lemme de Gronwall la fonctiont + |x(t)|. On obtient que {x(t)| < (|br|T +
|Zo])e?Tt pour toutt € [0,7. On en déduit que: reste bornée sur tout intervall®, 7], T € TR. Le temps
d’existencel’y; est donc égal & oo.

Dans de nombreux cas, il n'est pas possible d’obtenir unesegn analytique de la solution de (4.1.1). L'objet
de ce chapitre est de présenter des méthodes pour obteswldéens (numériques) approchées de la solution de
(4.1.1). Plus précisément, on adopte les notations et hgpes suivantes :

Notations et hypothéses :

Soit f vérifiant 'hypothese (4.1.4))

et soitz solution maximale de (4.1.1) (définie §0r T |),
on se donnd” €]0, T)/[, on cherche a calculersur|0, 7],
ouz € C([0,T],IR™) est solution de (4.1.1)

On se donne une discrétisation[@eT], i.e.n € IN et
(to,t1,...,tn) E R telsqued < tg <t <...<t, =T.
Onposéehy, = ti41 —tg, Ve =10,...,n — 1,

eth = max{hg,...,hn,—1}. Pourk = 1,...n, on cherche
valeur approchée de(t;) = Zx,

et on appelle, = 7, — x I'erreur de discrétisation.

(4.1.5)

10n rappelle que le lemme de Gronwall permet de dire que si C([0, T],]R+) est telle quep(t) < af(f p(s)ds + B, aveca > 0,
B > 0alorse(t) < Be®t pourt € [0, T].
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4.1. INTRODUCTION CHAPITRE 4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES
On cherche alors une méthode qui permette le calculdpourk = 1,..., n, et telle que la solution approchée
ainsi calculée converge, en un sens a définir, vers la soletiacte. On cherchera de plus a évaluer I'erreur de
discrétisatiore, et plus précisément, a obtenir des estimations d’errela fiteme|e,| < Ch®, ouC ne dépend
gue de la solution exacte (et pas/de « donne alors I'ordre de la convergence.

On étudiera ici les méthodes de discrétisation des équatifiérentielles dits “schéma & un pas" qui s’écrivent
sous la forme suivante :

Définition 4.4 (Schéma a un pas)Avec les hypothéses et notatiqasl.5) on appelle schéma a un pas pour la
résolution numérique dét.1.1) un algorithme de construction des valeus; )x=1,, qui s’écrit sous la forme
suivante :
xo donné (approximation de, )
P (4.1.6)
Ry,

ou ¢ est une fonction dR ™ x IR, x IR, a valeurs dandR.

= ¢(zp, ti, hi), k=0,...n—1,

Dans la définition du schéma (4.1.6), il est clair que le teﬁﬁﬁk’ﬂ est obtenu en cherchant une approximation
dex’(t) et quep(xyk, ti, hi) est obtenu en cherchant une approximatiorf de,, tx ). Le schéma numérique est
défini par cette fonctiowp.

Exemples :
1. Schéma d’Euler explicitd_e schéma d’Euler explicite est défini par (4.1.6) avec lafiom ¢ trés simple
suivante :
¢k, thy hi) = fog, ). (4.1.7)
2. Schéma Euler implicite
zo donné
Phr1 — Tk (4.1.8)

A :f($k+1,ﬁk+1). kZO,’rL—l,
k
On remarque que dans le schéma d’Euler implicite, le caleut;,d; n'est pas explicite, il est donné de
maniere implicite par (4.1.6) (d’ou le nom du schéma). Lapége question a se poser pour ce type de
schéma est I'existence dg . ;. On montrera au théoreme 4.15 que si I'hypothése suivahte&egée :

Dif(y,t)z-2<0 Yy e RN, Vze RV, vt >0, (4.1.9)

alorszy11 calculé par (4.1.8) est bien défini en fonctiomde i, ethy. On peut donc bien écrire le schéma
(4.1.8) sous la forme (4.1.6) avec

LTr+1 — Lk —

Dy,

bien que la fonctiory ne soit définie ici qu'implicitement et non explicitemenaus I'hypothése (4.1.9),
ce schéma entre donc bien dans le cadre des schémas (4utliés éti ; néanmoins, une propriété supplé-
mentaire dite de “stabilité inconditionnelle", est véufigar ce schéma. Cette propriété peut s’avérer trés
importante en pratique et justifie une étude séparée (wiioses.6).

(Trs t, hie),
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4.2. CONSISTANCE, STABILITE ET CONVERGENCE CHAPITRE 4. EQUONS DIFFERENTIELLES
4.2 Consistance, stabilité et convergence

Définition 4.5 (Consistance)On se place sous les hypothéses et notafiéris5)et on étudie le schén(d.1.6)
1. Pourk =0,...,n, on définit 'erreur de consistance du schéfdal.6)ent;, par :

Ry = l’k%k—l’k — (T t, ). (4.2.10)

2. Le schéma est consistant si

max{|Rg|,k=0...n—1} — 0 lorsqueh — 0. (4.2.11)

3. Soitp € IN*, le schéma est consistant d’ordres’il existeC' € IR, ne dépendant que d€T, T, (et pas de
h) tel que|Ry| < ChP,VE=1,...,n— 1.

Donnons maintenant une condition nécessaire@quour que le schéma (4.1.6) soit consistant.

Proposition 4.6 (Caractérisation de la consistanceBous les hypothéses et notati¢4sl.5) si ¢ € C(RY x
R, xR, RY) etsi¢(z,t,0) = f(z,t) pour toutz € RY et pour toutt € [0, T, alors le schém#4.1.6)est
consistant.

Démonstration Commex € C([0, 77, IRY) est la solution exacte de (4.1.1), on peut écrire que

E(tign) — (ty) = / " (s)ds = / " a(s), s)ds.

tk tk

On en déduit que

x(tg — x(ts 1 et
Ry, = M*Qﬁ@k,tk,hk): h_k/

h (f(2(s),8) — (Tk, ti, hie))ds.
k

ty

Soite > 0, commef est continue eb(Ty, t, 0) = f(Tk, tr), il existen; tel que sihy, < n; alors :|¢(Tk, ti, hi) —
f (@, tx)] < e. On adonc par inégalité triangulaire,

1 tr41 _
Ril<et o / F(@(5),8) — F (T ta)lds.

La fonctions — f(x(s), s) est continue et donc uniformément continue [$prt;11]. Il existe donay, tel que si

h < 19, alors
1 tet1

7 |f(x(s),s) = f(T, tr)|ds < €.
k Jty

On a ainsi montré que &i < min(ny,72), alors|Ry| < 2e, ce qui termine la preuve de la proposition. m

Notons que pour obtenir une consistance d’'oydre 1, il est nécessaire de supposer que la solutiole (4.1.1)
est dango?(R,, RY).

Définition 4.7 (Stabilité) Sous les hypothésés.1.5) on dit que le schémg@.1.6)est stable s'il existé* > 0 et
R € R, tels quexry, € Bg pour toutk = 0,..., N et pour touth € [0, h*[, ou By désigne la boule de centre 0
et de rayonR. On dit que le schéma est inconditionnellement stable siug jo* = +o0.

Définition 4.8 (Convergence)On se place sous les hypothéses et notatjéris5)
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1. Le schém#4.1.6)est convergent si, lorsqu’on suppdsg| = 0, on a

max |ex| — 0 lorsqueh — 0.
k=0,...,n

2. Soitp € IN*, le schéma est convergent d'orgra’il existeC' € IR, ne dépendant que g&€T’, 7, (et pas de
h) tel que si on suppogey| = 0, alors

Nous donnons a présent une notion de stabiité souvengetitlans les ouvrages classiques, mais qui ne semble
pas étre la plus efficace en termes d’analyse d’erreur (goiarque 4.14.

Définition 4.9 (Stabilité par rapport aux erreurs) Sous les hypothéses et notati¢hd..5) on dit que le schéma
(4.1.6)est stable par rapport aux erreurs s'il existé € IR’ et K € IR dépendant d&o, f et ¢ (mais pas de
h) tels que sh < h* et si

Tpt1 = Tk + hpd(te, Tk, hi), 7 B
Ykt1 = Yk + hed(le, Yr, b)) + €, pourk =0,...,n -1, (4.2.12)

ou (ex)kew C R4 estdonnée, alors

k—1
ek =yl < K(lzo — yol + Y _ |eil), pourtoutk = 0,...,n — 1.
=0

On peut alors énoncer le théoréeme de convergence suivamiadbémonstration, trés simple, fait partie de I'exer-
cice 90 page 190.

Théoréme 4.10 (Convergencepous les hypothéses et notatigdsl.5) on suppose que le schérf@al.6)est
stable par rapport aux erreurs au sens de la définition 4.9uét gst consistant d’ordre au sens de la définition
4.2.10. Alors il existd{ € IR, ne dépendant que d&, f et¢ (mais pas dé) tel quelex| < Kh? + |egl|, pour
toutk =0,...,n.

Comme on I'a dit dans la remarque 4.14, ce théoreme est daméegmoins générale que le théoréme 4.12 car il
n'est pas toujours facile de montrer la stabilité par rapaox erreurs, en dehors de la condition suffisante donnée
dans la proposition qui suit, et qui est rarement vérifiéeratique.

Proposition 4.11 (Condition suffisante de stabilité)Sous les hypothéses et notati¢hs.5) une condition suff-
isante pour que le schénfd.1.6)soit stable par rapport aux erreurs est que

3h* > 0,IM > 0;V(x,y) € RY x RN ,Vh < h*, ¥t € [0,T],
|¢(I’t’ h) - ¢(y,t,h)| < le _yl'

La démonstration de cette proposition est laissée en ergfekercice 90 page 190).

(4.2.13)

4.3 Théoréeme général de convergence

Théoréme 4.120n se place sous les hypothéses et notatjéris5)

1. On suppose que le schéif@al.6)est consistant d’ordre (i.e. il existep € IN* etC' € IR ne dépendant
que deT’, f, T, tel que|Ry| < ChP.)
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2. On suppose qu'il existe* > 0 tel que pour toutd € IR”, il existeM 4 > 0 tel que

Y(y,z) € Ba x Ba, YVt €[0,T], Vh € [0,h*],
|¢(ya tv h’) - ¢(Za tv h’)| S MA|y - Z|a
ol B4 désigne la boule de rayoA. (Noter que cette hypothése stiest semblable a I'hypothé$é.1.4)
“Lipschitz sur les bornés" faite suf dans la remarque 4.1 page 178).
Alors il existeh™ > 0 (h** < h*),e > 0, et K > 0 (ne dépendant que d&z,,T",h*,M 4) tels que si

(4.3.14)

0<h<h™etle| <e,

alors

1. le schéma est “stable", au sens opl € B4 pour toutk = 0,...n, avecA = max{|z(¢)[,t € [0,T]} <
+00.

2. le schéma converge, et plus précisément, on a I'estimaterreur suivante Je;| < K(h? + |eg|), pour
toutk = 0,...,n. (En particulier siep = 0 on ale;| < KhP donceitend vers 0 au moins comme.)

Démonstration : Soitz € C*([0,T],IR") solution de (4.1.1), et soll = max{|z(t)|,t € [0,T]} < +oo (carz
est continue €0, 7] est compact). On adong, € Ba = {y € R, |y| < A}.

On va “parachuter” ici un choix de et h** qui permettront de montrer le théoréme par récurrence:son
montrera dans la suite de la démonstration pourquoi ce aumixient. On choisit :

A . .
1. h** > 0 tel queCe?(M2a+1)(pre)p < 3 ol M, 4 est la constante de Lipschitz desur B, 4 dans I'hy-
pothese (4.3.14),

, A
2. ¢ > 0tel quee™z24¢ < 3

On va maintenant montrer par récurrencelsque sih < h** et|eg| < ¢, alors :

lex| < axh? 4 Bleol,
{xkeBm, : (4.3.15)
avecay = Ce™™24 (1 4 hg) ... (14 hy_1) et gy, = ef+Mz24, (4.3.16)

Si on suppose (4.3.15) vraie, on peut terminer la démoimtrdt théoréme : en effet pour> 0, onal +x < e,
et donc:
(1 + ho)(l + hl) C. (1 + hk71> < ehothithi-1 _ otk < el

On en déduit que
ap < CeTMz2a0T — CeT(M2A+1), et quedy < eTMaa

On déduit alors de (4.3.15) et (4.3.16) que

|€k| < CeT(MzAJrl)hp + eT Mz |60|
< K(h? + |eg|) avecK = max(CeT(Mzat1) oT(M2A)

et query, € Boa. Il ne reste donc plus qu'a démontrer (4.3.15) par récurrenck.

— Pourk = 0, les formules (4.3.16) donneat, = C ety = 1. Or on a bienjeg| < aph? + |eg| carC > 0. De
plus, par définition deg, on axzy = Ty — eg, et donc :|xg| < |To| + leg] < A+ < A+ é < 2A car, par
hypothésee” ™24 < 2 etdonc: < 4. On en déduit queg € Baa.
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— Supposons maintenant que les relations (4.3.15) et 6).8dht vraies jusqu’au rariget démontrons qu’elles
le sont encore au rarg+ 1.
Par définition du schéma (4.1.6) et de I'erreur de consist&h@.10), on a :

Tht1 = Tk + hpd(xg, tr, hi)
Tpy1 =Tk + hed(Tg, th, i) + hi Ry

Onadoneyyi = ex + hi(d(Tk, tr, b)) — ¢(xk, tr, hi)) + hi Ry, c€ qui entraine que
lert1| < lew| + hi|d(Tr, tr, hi) — d(zr, L, hie)| + hi| Rie|. (4.3.17)
Commex;, € Bay etz € By, en utilisant la propriété (4.3.14) deon a
|o(ZTks L, hie) — O(@h, thy P )| < MaalZy, — o).

De plus, comme le schéma (4.1.6) est supposé consistadtegon a|R;| < ChP. On peut donc déduire de
(4.3.17) que

lerv1| < lex|(1 + Maahk) + hiCh,
et, en utilisant I'hypothése de récurrence (4.3.15) :
lert1] < (1 + hpMaoa)(arh? + Brleo]) + hiChP.
Commel + u < e* pour toutu > 0, ceci entraine
lek+1| < apt1h? + Bryileol,
olayy1 = apeM2a 4 Chy, et By = BreM2a = eter1Mz2a_QOr
ap = Ce™ ™A1+ hg) + -+ (L4 hy—r) > C,

et donc
A < ag(eMz2a 1py < age M2a(1 4y,

ce qui entraine
CetkMerhk]MZA(l + ho) cee (1 + hk,1>(1 + hk> = Q41 Carty + hy = Trt1-

Donc
lek+1] < ag1h? + Bileol.

Il reste a montrer que,y 1 € Bas. Ona
|$k+1| < |jk+1| + |€k+1| < A+ |€k+1| carrg € Ba.
Or on vient de montrer quex+1| < ax+1h? + Brt1leol, et

appr < CeTMear) gt g ) < TM2a,

Donc 4 A
lepy1]| < CeTMaatlipre 4 o ThMaag < 3T 3
car on a choish** ete pour!...On a donc finalemeht; 1| < A+ A, c’est-a—direz; 1 € Baa.
On a donc bien montré (4.3.15) pour téut 0, ... n. Ce qui donne la conclusion du théoreme. (]
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Remarque 4.13Dans le théoréme précédent, on a montré guec By pour toutk = 1,...n. Ceci est un
résultat destabilité (c’est—a—dire une estimation sur la solution approchéeépethdant que des donnéesz,

et¢ (ne dépend pas du pas de discrétisatighconditionnelle, car on a supposé pour le démontrer ques h**,

ol h** ne dépend que dE, Zq, f eto.

Remarque 4.14 (Sur la démonstration du théoréme de convergee)

Dans la plupart des ouvrages d’analyse numérique, la cayerece des schémas de discrétisation des équations
différentielles est obtenue a partir de la notion de corsise et de la notion de stabilité par rapport aux erreurs
(vue au paragraphe précédent, voir définition 4.9, et soti@ppelée stabilité tout court). Il est en effet assez facile
de voir (cf exercice 90 page 190) que si le schéma.6)est consistant d’ordrg et stable par rapport aux erreurs
comme défini dans la définition 4.9, alors il est convergemnjwes précisemente,| < K (h? + |eg|), pour tout
k=0,....,n.

Ily a deux avantages a utiliser plutot le théoréme précéd@iine part, ce théoréme est d’une portée trés générale
et s’applique facilement a de nombreux schémas, comme enrfesur des exemples (voir section 4.4).

D’autre part la preuve de convergence par la notion de stabpar rapport aux erreurs présente un défaut ma-
jeur : la seule condition suffisante qu’on connaisse en g@lmEur montrer qu’un schéma est stable par rapport
aux erreurs est que la fonctiaf(., ¢, 1) soit globalement lipschitzienne pour taut [0, 7] et pour touth € [0, h*]

(voir proposition 4.11). Ceci revient a dire, dans le cas dhé&ma d’Euler explicite par exemple, gfiest glob-
alement lipschitizienne. Cette hypothése est trés forgrement vérifiée en pratique. Bien sr, comme la solution
x de(4.1.1)est bornée sujo, T}, « vit dans un compact et on peut toujours modiffesur le complémentaire de
ce compact pour la rendre globalement lipschitzienne. @dpet, cette manipulation nécessite la connaissance
des bornes de la solution exacte, ce qui est souvent loired@tile & obtenir dans les applications pratiques.

4.4 Exemples

On se place sous les hypothéses (4.1.5) et on étudie le sqéh®d). On donne quatre exemples de schémas de
la forme (4.1.6) :

Exemple 1Euler expliciteOn rappelle que le schéma s’écrit (voir (4.1.7)) :

Tk4+1 — Tk

” = f(xr, tr),

Ona dOﬂQb(wk, tr, hk) = f(zk, tk)-

On peut montrer (voir exercice 89 page 190) que :

- sif e CYRYN x R, IRY), le schéma est consistant d’ordre 1,

— le théoréme 4.12 s’applique,| < K (h + |eg|) pourh < h**. (La convergence est assez lente, et le
schéma n’est stable que conditionnellement.)

Exemple 2Euler améliord e schéma s’écrit :

- h h
o (:zzk + o Fan te) b+ 7’“) = @(@r, e, hi) (4.4.18)
k

— siz € C*(R,4,IR"),le schéma est consistant d’ordre 2,

— le théoreme 4.12 s’appliquelet,| < K (h? + |eo|) pourh < h**.

La convergence est plus rapide.
Exemple 3Heun

Tr+1 — Lk

hi %f(x’“t’“) + %[f(xk + b f(@h, th) st (4.4.19)
k
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— siz € C?(IR,,R"Y), le schéma est consistant d’ordre 2,
— Le théoréme 4.12 s’appliquelet| < K (h? + |eo|), pourh < h**.

Exemple 4RK4 (Runge et Kutta, 1902) Les schémas de type Runge Kuttaepéétre obtenus en écrivant I'équa-

"tht1
tion différentielle sous la formey, ;1 — 7 = / f(z(t),t)dt, et en construisant un schéma numérique a

tr
partir des formules d’intégration numérique pour le cabqpproché des intégrales. Le schéma RK4 s’obtient
a partir de la formule d’intégration numérique de Simpson :

A z; connu,
Tk,0 = Tk
hy
T 1 =y + ?f(l’k,mﬁk)
h h
Tp,2 :szF?kf(xk,latkﬁL?k)
h
Tk,3 =+ hpf(opo, te + ?k)
T —x 1 1 h
Tl 2T = fano, th) + 5 f @ te )
hp 16 h3 ) 2
Jrgf(ﬂfk,z,tk + gk) + gf(xk.ﬁatk+1)
= ¢(zk, th, hi)

On peut montrer (avec pas mal de calculs. . .) quesiC*(]0, T) alors le schéma est consistant d’ordre 4.
Le théoréme 4.12 s'applique et | < K (h* + |eo|), pourh < h**.

4.5 Explicite ou implicite ?

On lit souvent que “les schémas implicites sont plus stablesst vrai que lorsque la condition (4.1.9) donnée

plus haut est vérifiée, le schéma d’Euler implicite (4.1R)ieconditionnellement stable, comme nous le verrons
dans la section suivante. Il est donc naturel de le préférechéma explicite pour lequel on n’a qu’un résultat de
stabilité conditionnelle. Cependant, dans le cas génlérahoix n’est pas si évident, comme nous allons le voir
sur des exemples, en étudiant le comportement respectitiésnas d’Euler explicite et implicite.

4.5.1 Limplicite gagne...

Prenons d’abord (z,t) = —x, N = 1 etxg = 1. L'équation différentielle est donc :
dx
E = 7$(t)a
z(0) =1,

dont la solution est clairement donnée pér = e~*. On suppose que le pas est constant, c'est—akglire h Vk.
Le schéma d’Euler explicite s’écrit dans ce cas :

Tpt1 = T — hay = (1 — h)zy, etdonc

zr = (1—h)¥, VE=0,...,n, avecnh =T. (4.5.20)

(On a dona points de discrétisation.) La valeuy est censée étre une approximationu@e,) = e+, et de fait,
on remarque que pour = % ona

z, = (1—h)"" = =T quandh — 0.
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Lorsqu’on cherche par exemple a obtenir le comportemena delution d’une équation différentielle “dans les
grands temps", on peut étre amené a utiliser des pas detiiatich relativement grands. Ceci peut étre aussi le
cas dans des problemes de couplage avec d’autres équimtéachelles de temps" des équations pouvant étre
trés différentes pour les différentes équations. Que ssepiai dans ce cas ? Dans le cas de notre exemple, si on
prendh = 2, on obtient alors:;, = (—1)*, ce qui n’est clairement pas une bonne approximation ddidiso. Un

des problémes majeurs est la perte de la positivité de léi@oliDans un probleme d’origine physique o&erait

une concentration ou une densité, il est indispensableaqaeléma respecte cette positivité. On peut noter que
ceci n'est pas en contradiction avec le théoreme 4.12 quielan résultat de convergenée(de comportement
lorsqueh tend vers 0). Dans I'exemple présent, le schéma d’Euleli@tgl4.5.20) ne donne pas une solution
approchée raisonnable paugrand.

Si on essaye maintenant de calculer une solution approdiseeadu schéma d’Euler implicite (4.1.8), on obtient

. 1
Tk+1 = Tk — h$k+1, C.a.d.$k+1 = H—hmk et donc
1
=—+—, Vk=0,...n, avecnh =T.
Tk (1 +h)ka ; n, T

Dans ce cas, la solution approchée reste “proche" de la@oletacte, et positive, méme pour des pas de discréti-
sation grands. On pourrait en conclure un peu hativementegsehéma implicite est “meilleur" que le schéma
explicite. On va voir dans I'exemple qui suit qu’une tellexctusion est peu rapide.

4.5.2 Limplicite perd...

On considére maintenant le probléme de Cauchy (4.1.1) Al4ee¢) = +y, To = 1. La solution est maintenant
x(t) = et. Sion prend un pas de discrétisation constant égaléschéma d’Euler explicite s'écrit :

Tht1 = Tk + hay = (1 + h)xk, ca.dx, = (1 + h)k.
On adonc
x, = (1 +h)" — e’ c.a.d. lorsques — +oo.

Contrairement a I'exemple précédent, la solution appredoénée par le schéma d’Euler explicite reste “raisonfiable
méme pour les grands pas de temps.
Si on essaye maintenant de calculer une solution approdisgeadu schéma d’Euler implicite (4.1.8), on obtient

1
1—

Tht1 = Tk + hTp+1, c.a.d.ka = hmk.

On remarque d’une part que le schéma implicite n’est pasigéfurh = 1, et que d’autre part gi est proche de 1

(par valeurs supérieures ou inférieures), la solution@gp¥e “explose”. De plus pour les valeursidaipérieures

a 1, on perd la positivité de la solution (pdue= 2 par exemple la solution approchée oscille entre les valelirs
et-1).

Dans le cadre de cet exemple, le choix explicite semble duscgpproprié.

45.3 Match nul

En conclusion de ces deux exemples, il semble que le “méilsmhéma n’existe pas dans I'absolu. Le schéma de
discrétisation doit étre choisi en fonction du problémecj cécessite une bonne compréhension du comportement
des schémas en fonction des problémes donnés, donc uriee€estpérience. ..

Analyse numérique |, Télé-enseignement, L3 187 Université Aix-Marseille } R. Herbin, 17 avril 2010



4.6. ETUDE DU SCHEMA D’EULER IMPLICITE CHAPITRE 4. EQUATIOS DIFFERENTIELLES
4.6 Etude du schéma d’Euler implicite

On peut écrire le schéma d’Euler implicite sous la forme dcinléma (4.1.6), si pour tokt=0...n—1, z; étant
donné, il exister;,, qui satisfait :

Trp4+1 — Tk
D,
On va montrer dans le théoréme suivant que ceci est le casaithtion (4.1.9) qu’on rappelle ici est vérifiée :

= f(@r41,tht1), k=0,..., n—1

Dif(y,t)z-2<0, Yy,z€ RN, Vte[0,T].
On montrera aussi que sous cette hypothése, on obtient ultatéde stabilité inconditionnelle pour le schéma
d’Euler implicite.

Théoréme 4.150n se place sous les hypothéged .5)et (4.1.9) Alors
1. (zk)k=0...n, €St bien définie paf4.1.8)

tr
2. |ex| < |eo +h/ |z" (s)|ds, Vk=0,..., n.
0

Démonstration :

1. Soity la fonction définie dg0, 1] & valeurs dandR”™ par o(t) = f((1 — t)y + tz); en écrivant que
o(1) —p(0) = fol ©'(s)ds, et en utilisant I'hypothése (4.1.9), on déduit que :

(f(y,t) — f(z,1), (y — 2)) <0, ¥y, z € RY, vt € [0,T]. (4.6.21)

— X
yh B — Fy,tr+ha).
k

A ;. etty, fixés, soitF la fonction delR; x IR™ & valeurs dan®R” définie parF'(h,y) = y — x5 —
hf(y,tr + h). On considere alors I'équation

On veut alors montrer que 8}, h, t; sont donnés, il existe un et un seukl que

F(h,y) = 0. (4.6.22)

Pourh = 0, cette équation admet évidemment une unique solytienry,. Soit! = {h e RY tq. (4.6.22)
admette une solution pour tot< h}. On va montrer par I'absurde qyap I = +oco, ce qui démontre
I'existence et I'unicité de solution de (4.6.22).

Supposons queup I = H < +oo. Montrons d’abord quéT est atteint. Soi(h,),enw C I telle que
h,, — H lorsquen — 400, alors la suitdy,, ),cn définie paw,, = xi + hy f (yn, tr + hy) €St bornée : en
effet,

Yn = T + hn(f Yns te + 1) — (O, + 1)) + hin f(O, t1 + P),

en prenant le produit scalaire des deux membres de cetitéémadcy,, et en utilisant (4.6.21) et I'inégalité
de Cauchy-Schwarz, on obtient que :
[Yn| < lzk] + H|F(0, ti + h)|.

[l existe donc une sous-suitg,, )xe qui converge vers un certali lorsquen — +oo. Par continuité de
fyonaY =a, + Hf(Y,t, + H), etdoncH = max 1.

Montrons maintenant que ne peut pas étre égakap I. On applique pour cela le théoréme des fonctions
implicites aF' définie en (4.6.22). On a bief(H,Y) = 0, et D F(H,Y) = Id — HD, f(Y,t, + H) est
inversible grace a I'nypothése (4.1.9). Donc il existe uisivage dg H,Y) sur lequel (4.6.22) admet une
solution, ce qui contredit le fait qu& = sup I.
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2. La démonstration de 2 se fait alors par récurrencé sBourk = 0 la relation est immédiate. L'hypothese
de récurrence s’écrit

tr
al <leol + 1 [ o ()]s
0
Par définition du schéma (4.1.8) et de I'erreur de consistasta :

Trp1 = Tk + A f(Trg1, tegr),
Trr1 = Tk + hif (g1, teyr) + he R

avec (par intégration par parties)

tr41
Rl [l

ty
Onadonc:

eht1 = Tht1 — Tht1 = Tk — T + P (f (Trt1, tog1) — [ (@Trt1, thr1)) + Ry,
etdonc
i1 €kl = €k - epy1 + Ry - enr + ha(f (Zrar, terr) — f(Tran, treg)) - exva
Grace a I'hypothése (4.1.9) ceci entraine (par (4.6.218) qu
lex+1] < lex| + k| R,

etdonc

tr trt1 trt1
vl <leol +h [ " @lds+ [ 12" (s)ds =leal + [ la"(s)ds,
0

tr 0

Ce qui démontre le point 2.

Remarque 4.16 (Stabilité inconditionnelle du schéma Euleimplicite) Le schéma d’Euler implicité4.1.8)est
inconditionnellement stable, au sens ou la s(itg),—o,... , €st majorée indépendamment/deéEn effet :

T
wugwa+T/|M@wm:@

k] < 24| + 6 < max{|z(s)], s € [0.T]} + 8 = 7.

4.7 Exercices
Exercice 85 (Condition de Lipschitz et unicité) Corrigé en page 197

Poura > 0, on définit la fonctionp, : R+ — IR, par :p.(x) = . Pour quelles valeurs dela fonctiony,
est-elle lipschitzienne sur les bornés ?

On consideére le probleme de Cauchy suivant :

z’((t)):ép_a(y(t)% t € [0, 400 (4.7.23)

Montrer que sip, est lipschitzienne sur les bornés alors le probleme de Qa(tf.23) admet une solution
unique, et que sp, n'est pas lipschitzienne sur les bornés alors le problenteadehy (4.7.23) admet au moins
deux solutions.
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Exercice 86 (Fonctions lipschitziennes sur les bornés)

Les fonctions suivantes sont elles lipschitziennes subdesés ?

1.
v1: R —- 1R
x — min(2?, /(22 + 1)
2.
pv2: R 2 o R?
(z,y) — (2* — 2y, |y + 22y])
3.

w3 : IRi—ﬂRi
(z,y) = (Ve +y,2°+y?)

Exercice 87 (Loi de Malthus) Corrigé en page 197

On considére une espéce dont la population (i.e. le nombrdididus) a doublé en 100 ans et triplé en 200 ans.
Montrer que cette population ne peut pas satisfaire la Idvidéhus (on rappelle que la loi de Malthus s’écrit
p'(t) = ap(t) aveca > 0 indépendant de t).

Exercice 88 (Histoire de sardines)Corrigé en page 197

Une famille de sardines tranquillement installées dansdes du Frioul a une population qui croit selon la loi de
Malthus,p’(t) = 4p(t) out est exprimé en jours. A l'instart= 0, un groupe de bonites voraces vient s’installer
dans ces eaux claires, et se met a attaquer les pauvresesardintaux de perte chez ces dernieres s’éléeve a
10~*p?(t) par jour, otp(t) est la population des sardines au terhg3e plus, au bout d’un mois de ce traitement,
suite au dégazement intempestif d’un super tanker au largghdre du Planier, les sardines décident d’émigrer
vers des eaux plus claires au rythme de 10 pour cent de lagtaupar jour (on supposera que les bonites sont
insensibles au gas oil, et donc que le nombre de bonitesaasstant...).

1. Modifier la loi de Malthus pour prendre en compte les delwdpimeénes.

2. En supposant qu@= 0 le nombre de sardines est de 1 million, calculer le nombreartérees pout > 0. Quel
est le comportement d€¢) & I'infini ?

Exercice 89 (Consistance et ordre des schémag)orrigé en page 198

On reprend les hypothéses et notations (4.1.5).

1. On suppose qu¢ € C'(RY x R,,IRY). Montrer que le schéma d’Euler explicite s’écrit (4.1.73) e
consistant et convergent d’ordre 1.

2. On suppose qug € C'(IRY x R, IRY). Montrer que les schémas d’Euler amélioré (4.4), et de Heun
(4.4) sont consistants et convergents d’ordre 2.

3. Onsuppose qug e C*(RY x IR, ,IR").Montrer que le schéma RK4 est consistant et convergerdigor
4 (pour les braves...)

4. On suppose qug € C*(RY x R ,IR™).Montrer que le schéma d’Euler implicite est consistantdte
1.

Exercice 90 (Stabilité par rapport aux erreurs et convergege) Corrigé donné en page 200

On se place sous les hypothéses et notations (4.1.5) pagetiat9consideére le schéma (4.1.6) page 180 pour la
résolution numérique de I'équation différentielle (4)lpage 178.
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1. Montrer que si le schéma (4.1.6) est stable par rapporégexrs au sens de la définition 4.9 page 182, et
gu’il est consistant d’ordrg au sens de la définition 4.5 page 181, alors il existe IR, ne dépendant que
dezy, f et¢ (mais pas d&) tel quelex| < KhP + |eg|, pour toutk = 0. ..n. En déduire que sip = 0 le
schéma converge.

2. Montrer que si est globalement lipschitzienne, c.a.d. si

3h* > 0,3M > 0; V(z,y) € RY x RY,Vh < h*, Vt € [0,T],
|p(z,t, h) — d(y,t,h)| < M|z —yl,

alors le schéma est stable par rapport aux erreurs.
Exercice 91 (Schéma d’ordre 2)

Soit f € C2(RN x R,RY), N > 1, %, € R", et soitz solution maximale d¢F) (définie sur0, Th) :

dx
{ — ()= f(z(t).0), t>0, (E)
z(0) = Zo.

On se donnd” €0, Ty|, et une discrétisation de, '], définie parn € IN et (tg,t1,...,t,) € R"*! tels que
O=to<t1 <...<t,=T.0nposeh =tgy1 —tr, Vk=0,...,n—1.
On considére le schéma de discrétisation

xo donné (approximation dey ),
S = Lf(@r, te) + f (2 + hif(@p, ), thg1)], k=0,...n—1,

pour la résolution numérique de I'équation différenti¢lte). Montrer que ce schéma est convergent d’ordre 2.
Exercice 92 (Algorithme du gradient a pas fixe et schéma d’Eer)

Soit f € C?(IRY,IR) strictement convexe et t.¢(z) — oo quand|z| — co. Soitzy € IR™. On considére les 2
problemes :

TecRY,

(@) < f(z), Vo € RY, (4.7.24)
dx
%()t) - VI, e (4.7.25)
X = X0-

1. Montrer que l'algorithme du gradient a pas fixe (de pas ppggour trouver la solution de (4.7.24) (avec
point de départ:) est le schéma d’Euler explicite pour la résolution appéacte (4.7.25) (avec pas de
tempsp).

2. Montrer gu’il existe un unique solution de (4.7.24).

3. Montrer que (4.7.25) admet une et une seule solutiofRsuet que cette solution converge varésolution
de (4.7.24)) quant — co.

4. Expliciterle casf(x) = (1/2)Ax -« — b - x avecA symétrique définie positive éte RY.

Exercice 93 (Méthode de Taylor) Corrigé en page 200
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Soitf € C*(R x IR,R), etzy € IR, on consideére le probléme de Cauchy (4.1.1), dont on cheérclag&uler la
solution surf0, 7], ouT" > 0 est donné. On se donne un pas de discrétisatien’, avecn > 1.

Dans toute la suite, on noté®) la dérivée d’ordré: dex, 0F f la dérivée partielle d’ordré de f par rapport a la
i-eme variableafaff la dérivée partielle d¢ d'ordrek par rapport a la-eme variable et d’ordré par rapport a
la j-éme variable (on omettra les symbolest ¢ lorsquek = 1 ou? = 1).

On définitf (™ € C*>*(IR x IR,IR) par

f(O)

fFimtD = (8 F) f + s £ pourm > 0. (4.7.26)

1. Montrer que pour tout: € IN, la solutionz du probléme de Cauchy (4.1.1) satisfait :

2 (1) = £ (a(8), 1),

2. Calculerf™ et ) en fonction des dérivées partiell@sf, d f,0.02 f, 93 f, 03 f, et def.

On définit pourp > 1 la fonctiony, delR x IR a valeurs dan® par

p—1 i

Yp(y,t,h) = Z

Jj=

f(]) (y,t).

Pourk = 1,...,n, on notet, = kh. On définit alors la suitéry ) =0 ,+1 C IR par

Zo = jOa
{ Tpy1 = Tk + hp(ag, tr, h), pourk =1,...,n. (4.7.27)

3. Montrer que dans le cas= 1, le systéme (4.7.27) définit un schéma de discrétisatiomveoers, dont on
précisera le nom exact.

4. On suppose, dans cette question uniqguementfque) = y pour tout(y, t) € IR x IR, et quezy = 1.

4.a/ Calculer,(y, t, h) en fonction dey et h.
k

p hj

4.b/ Montrer quer;, = Z —

- ,pourk=1,...,n
4!
=0

hp
4.c/ Montrer qu —a(ty)| < ————tret*.
quezy, — z(ty)| < P ke

5. Onrevientau cas générak C> (IR xIR, IR ). Montrer que le schéma (4.7.27) est consistant d'gsdkéontrer
qu’il existeh > 0, etC' > 0 ne dépendant que dg, T et f, tels que sD < h < h, alors|z, — x(t)| < ChP,
pour toutk =0, ...,n+ 1.

Exercice 94 (Schéma d’Euler implicite)

Soit f € C1(IR, R) telle quef(y) < 0 pour touty €]0,1[ et £(0) = f(1) = 0. Soityy €]0, 1[. On considére le
probléme suivant :

y'(t) = flyt), teRy, (4.7.28)
y(0) = wo. (4.7.29)
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Question 1.

1.1S0itT € IR ; on suppose qug € C*([0, T[,TR) est solution de (4.7.28)-(4.7.29). Montrer due y(t) < 1
pour toutt € [0, 7| (On pourra raisonner par I'absurde et utiliser le théoréheicité).

1.2 Montrer qu'il existe une unique fonctiop € C*(]0, +oc[, IR) solution de (4.7.28)-(4.7.29) et qyeest une
fonction strictement positive et strictement décroissant

Dans les questions suivantes on désigneygaatte unique solution définie sfir, +oo.

Question 2.
2.1Montrer quey admet une limit¢ € IR lorsquet — +o0.

2.2Montrer queZ = 0 . (On pourra remarquer que, pour teut 0, on ay(t + 1) = y(t) + ff“ f(y(s))ds).

Question 3. Soityy €]0, 1[, on cherche & approcher la solution exacte de (4.7.28)2@).par le schéma d’Euler
implicite de pash € IR”,, qui S’écrit :

Ynt1 = Yn + hf(Yn41),n € IN. (4.7.30)
3.1 Soita €]0, 1]. Montrer qu'il existeb €]0, 1] t.q.
b—a
= 1),

En déduire que poug, €]0, 1] fixé, il existe (y,)new solution du schéma d’Euler implicite (4.7.30) telle que
yn €]0,1[ pour toutn € IN.

3.2 Soit (yn)new UNe suite construite a la question 3.1. Montrer que cette ssit décroissante et qu’elle tend
vers 0 lorsque, tend vers I'infini.

Question 4. On suppose dans cette question que

f(0)=-a<0
Soit3 €]0, af.
4.1 Montrer que pout suffisamment grand,
fly@)
< —p.
i 7

4.2 En déduire qu'il exist&' € IR t.q.
y(t) < Ce Pt vt > 0.

4.3Montrer qu'il existeC' € R’ t.qg. la solution du schéma d’Euler implicite construite glgestion 3 vérifie :

Yn SC(1+1hﬂ)n, Vn € IN.

Exercice 95 (Méthodes semi-implicite et explicite) Corrigé en page 202

On s’intéresse dans cet exercice au systeme différentiel :

r1(t) = —w1(t) — w1 (t)22(2),
) ot t>0, 4.7.31
) = -2, (4.7.31)
avec les conditions initiales
x1(0) = a, x2(0) = b, (4.7.32)

oUa etb appartiennent a l'intervall, 1[.
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1. On poser = (21, z2)t. Montrer que le systéme (4.7.31)-(4.7.32) s’écrit

{ i’((t)) - (J;(J{;()i)) t>0, (4.7.33)

avecf € C*((R})2%,IR?).
2. Les questions suivantes sont facultatives : elles peéemtede montrer que le systeme (4.7.33) admet une

solution maximale: € C' ([0, +oo], (IR} )?). Le lecteur pressé par le temps pourra admettre ce résultat et
passer a la question 3.

(a) Montrer qu'il existex > 0 etz € C*([0, o, (IR.)?) solution de (4.7.33) (on pourra utiliser, ainsi que
dans la question suivante, le fait gfiest lipschitzienne sur tout pajé A]? avec) < ¢ < A < +00).
(b) Soit3 > 0, montrer qu'il existe au plus une solution de (4.7.33) afgwaant &0 ([0, 5[, (IR )?).

(c) Montrer que le systéme (4.7.33) admet une solution mabeime C* ([0, +ool, (IR% )?). (Cette ques-
tion est difficile : il faut raisonner par I'absurde, suppogaeT < +oo, montrer que dans ce cas
n’est pas solution maximale. . .)

(d) Montrer que la solution maximalevérifiez € C*([0, +-oo|, (R%)?).

3. On considére le schéma suivant de discrétisation dursggi.7.31)-(4.7.32) : soitle pas de discrétisation,
choisi tel que) < k < 1.

(nt+1) __(n)
xy . ] _xgn) B :an)xgrﬂrl),
A S (4.7.34)
F RON
acgo) =a, acgo) =0b.

() Montrer par récurrence surque les suitezﬁzg"))nem et (:pé"))nem données par (4.7.34) sont bien
définies, décroissantes et strictement positives.

(b) Montrer que le schéma numérique (4.7.34) s’écrit sotmrtae

(D) )

- = ¢(2\™, k), (4.7.35)

avecr(™ = (z{”,2{")!, ¢ € C*((R})? x Ry, R?) ete(z,0) = f(x).
(c) (Consistance)
SoitT > 0. Pourn € IN, on notet,, = nk. Montrer qu'’il existeC'(T') € IR tel que

T(tnt1) — o(tn)

. = ¢(x(tn), k) + R,(C"), pour toutn tel quenk < T, (4.7.36)

avec|R\"| < C(T)k.
(d) (Stabilité)
Soit7T > 0.
(i) Montrer quwg”) > (1 — k — kb)* pour tout entien tel quenk < T.
(iiy Montrer que
(1—k—kb)* — e~ 4T |orsquek — 0,

eten déduire quinf,_, 1 (1 — k — kb)T > 0.
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(iii) En déduire qu'il existea(T') > 0 eth(T') > 0 tels que

(n)

<M <

o(T) < iy =" pourtoutn tel quenk < T. (4.7.37)
WT) <zy’ <D,

(e) (Convergence)
SoitT > 0. Montrer qu'il existeD(T') € IR tel que
|z(™) — 2(t,)| < D(T)k, pour toutn tel quenk < T. (4.7.38)

En déduire la convergence du schéma (4.7.34).

() On remplace maintenant le schéma (4.7.34) par le schéfuded explicite pour le systeme (4.7.33).
Ecrire ce schéma. Montrer que pour tout pas de discrétisatio 0, il existe des valeurs de telles

que:cgn) <0ou :cé”) < 0. (On pourra montrer que sign) > 0 et :cé") > 0 pour toutn. € IN, alors

x&") tend vers 0O lorsque tend vers+oo, et donc qu'il existen tel quexé") < 0, ce qui contredit

I'hypothése). Commenter.
Exercice 96

Soitf € C?(R™ x Ry,IR™), T > 0, ety(® € IR™. On désigne pa(., .) le produit scalaire euclidien siR" et
||| la norme associée. On suppose que :

V(y,z) € R")%, (f(y,t) — f(z,t),y — 2) <0. (4.7.39)
On consideére le systeme différentiel :
y'(t) = fy(t),t) vt € [0, 7], (4.7.40)

y(0) = y . (4.7.41)
1. Montrer que pour touf € IR™ ett € [0,T[,ona:

(LF OO + Nyl (4.7.42)

N | —

(f(y,1),y) <

En déduire qu'il existe une unique solutigre C* ([0, T[,IR") vérifiant (4.7.40)-(4.7.41).

On se propose de calculer une solution approchég sle [0, 7. Pour cela, on considére une discrétisation de
l'intervalle [0, T'] de pas constant, noté avech = % ouN € IN*. Pourk = 0,..., N, on notet; = kh, eton se
propose d’étudier I'algorithme suivant, i< 6 < 1.

yo € IR™ est donné (4.7.43)
Ye1 = Yk + Ohf(yr 1, ty + 0h), pourk =0,...,N —1, (4.7.44)
Ye+1 =Yk + hf(Yr1,te +60h) pourk =0,...,N — 1, (4.7.45)

2. Montrer qu'il existe une unique soluti@p)x—o,...v C IR" de (4.7.43)-(4.7.44)-(4.7.45).

Pourk = 0,...,N — 1, on posey(tx) = ¥, OUy est la solution exacte de (4.7.40)-(4.7.4}), = t; + 6h, on
définityy, 1 par:
Yo =Yp + ORf (Gr,1, tr1), (4.7.46)
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et on définit I'erreur de consistanég, du schéma (4.7.43)-(4.7.44)-(4.7.45) au pojnpar :

Ry = w — (s, ten) (4.7.47)

3. Pourk =0,...,N, on posgj, ; = y(tx,1), et, pourk =0,..., N — 1 0on pose:

~ 1
Ry = E@k’l — ) = Of Wp.1,th1)- (4.7.48)

Montrer que pour towt =0,..., N —1:
Gren — Tex = OR(f Gk, tin) — F@porsten) + hRx, (4.7.49)

En déduire qu'il exist&”; ne dépendant que deet deT' t.q. : ||Jx,1 — Ty, || < C1h*.
4. Montrer qu'’il existeC> ne dépendant que dey etT t.q.

5. Déduire des questions précédentes qu'il existee dépendantque de f etT' t.q. :

1
1Bkl < Cs((0 = 5)h + h?) (4.7.51)
et en déduire I'ordre du schéma (4.7.43)-(4.7.44)-(4)7.45
6. Montrer que pourtout =1,...,N,ona:
U — Ui f W1 tin) = F(@rsten)) < —0R[ f(yrs ten) — f (@G, o) (4.7.52)

7. Montrer que pourtout =0,...,N,ona:

lewrr = hRil1” = [lexll® + 2h(f (Y15 ten) = F(Trstin)s er) + B2 F (ks thn) = f(@rs tea)l?. (4.7.53)

8. Montrer que st > 1,ona:

l)h), Vk=1,...,N. (4.7.54)

llexll < lleoll + Ca(h* + (6 - 5

9. Soient(ex)rew C IR™ donnée etz )rew C IR™ définie par :

z9 € R" donné (4.7.55)
2kl = 2k + th(zkﬁl,tkyl), pOUI'k =0,...,N—1, (4756)
Zkt1 = Rk + +er + hf(zk71,tk71) pourk =0,...,N —1, (4.7.57)

En s’inspirant des questions 6 et 7, montrer quesi % ona:

lyrt1 — ze+1 + exll® < Nlyw — 25ll% (4.7.58)
et en déduire que
k—1
lye = zell < llyo — zoll + Y lles]l- (4.7.59)
i=0
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4.8 Corrigés

Corrigé de I'exercice 85 page 189 (Condition de Lipschitz afnicité)

Poura > 1, la fonctiony, : R4 — IR, définie par p,(x) = 2* est continGment différentiable, et sa dérivée est
¢! (r) = ax®~!. Elle est donc lipschitzienne sur les bornésa Si 0, la fonctiony, est constante et égale a 1, et
donc encore lipschitzienne sur les bornés.

Soit maintenant. €]0, 1[, supposons que soit lipschitzienne sur les bornés. Alarsr pputA > 0, il existe

M4 > 0 tel quep,(z)] < Mylz|. Ceci entraine que la fonctian — |£22)| est bornée suB(0, A). Mais
|“"a—(f”)| = |2%71| — +oco lorsquexr — 0. Ceci montre que la fonctiop, n’est pas lipachitzienne sur les bornés si

X

a €]0,1[.

Par le théoreme de Cauchy-Lipschitzegiest lipschitzienne sur les bornés, alors le probleme (&) a@met une
unique solution qui est la solution constante et égale a zéro

Si ¢, est lipschitzienne sur les bornés, i.east]0, 1], la fonction nulle est encore solution du probléme (4.7.23)
mais on peut obtenir une autre solution définie par (calé@rhéhtaire de séparation de variable) :

yalt) = [(1 - a)t] 77 .

(Notons que cette fonction n’est définie que pow]|0, 1[.)

Corrigé de I'exercice 87 page 190 (Loi de Malthus)

Soit py le nombre d’'individus au temps= 0. On a dong(100) = 2py, etp(200) = 3po. Or la loi de Malthus
s'écritp/(t) = ap(t) aveca > 0, et doncp(t) = ppe®. On a donc

p(100) = poe'?? @ = 2pg
P(200) = poe**? @ = 3py,

mais on a aussi(200) = p(100)e'% ¢, et doncp(200) = 3poe!® @. On obtient donc que(200) = 3pe'® @ =
poe20? ¢ = 3p,, ce qui est vrai si
el00a — 3
2
{ 6200 a — 3.

Ceci est impossible can % #* % In 3. Donc la population ne peut pas satisfaire la loi de Malthus.

Corrigé de I'exercice 88 page 190 (Histoire de sardines)

1. Pendant le premier mois, le taux d’accroissement de lalptipn est celui de la loi de Malthudp(t)) auquel
il faut retrancher les pertes dues auxbonites, &bit'p?(¢). Donc pour) <t < 7' = 30,0n a:

pi(t) = 4pa(t) — 4107 *pi(t)
{ p1(0) = po.
A partir deT' = 30, le taux diminue en raison de I'’émigration, stit~p(¢). On a donc :
{ py(t) = 4pa(t) — 107p3(t) — 10~ 'pa(t), ¢ >30

P2 (30) = D1 (30)

Analyse numérique |, Télé-enseignement, L3 197 Université Aix-Marseille } R. Herbin, 17 avril 2010



4.8. CORRIGES
c’'est—a—dire :

CHAPITRE 4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES
{ ph(t) = 3.9pa(t) — 10~ *p3(t),

p2(30) =P1 (30)
2. Les équations a résoudre sont de la forme :

t> 30

2 (t) = ax(t) + ba?(t)

z(0) = axo.
qui sont du type "Bernoulli". En supposant quee s’annule pas (ce qu’on vérifiera a posteriori) on diviserda
on posez = 1, et on obtient

/

—2'(t) = az(t) +b
z2(0) = —

2o
Notons qu’on supposey # 0. Si zp = 0, la solution unique est(t) <= 0 V¢ € IR, par le théoréme de

Cauchy-Lipschitz. On cherche une solution sous la formg). = C(t)e~%. On a donc’(t) = C'(t)e” % —
aC(t)e= = C'(t)e~** — az(t). Pour que: soit solution, il faut donc que :

—C'(t)e” " = b, soitencore’’ (t) = —be®.
On en déduit qué’(t) = —Le + K ol K € IR. La fonctionz est donc de la forme(t) = (—2e** + K). On

t
déterminek’ a I'aide de la condition initiale (0) = :%0 ce qui entraine-2 + K = fo SOitK = 2 + fo Onen
déduit que la solution de (4.8) s’écrit

z(t) = (i + b) e M — 9,
Zo a

aprés avoir vérifié que cette fonction ne s’annule pas (cergavait supposé pour pouvoir la calculer). Ona donc:

1
x(t) = ; .

En reportant les données de notre probléme dans cette sixpresn a donc :

_ 1
x(t) = (1076—%)6’4“*‘% 0<t<30
T30 = $(30),
z(t) = m— - t > 30.
() (ﬁ—%)e*&g‘-ﬁ-%

On en conclut quéim; ., o z(t) = 3.9 10%.

Corrigé de I'exercice 89 page 190 (Consistance et ordre desh®mas)

1. Un développement de Taylor a I'ordre 1 donne que

T(trt1) — 2(tr)

; — f(@(tr), te)| < sup | f'[hg.
k (0,17

L'erreur de consistance est donc d’ordre 1, et le schémaaseogent par le théoréme 4.12 page 182.

2. Pour les schémas d’Euler amélioré et de Heun, le théoreh2ep&ge 182 s’applique encore, a condition de
montrer qu'ils sont consistants. Calculons I'erreur deststance pour ces deux schémas :
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1. Le schéma d’Euler amélioré s’écrit :

Tyl — Th hi hi
B —f(l’k-F 5 /(@) te + 2)
Soitz;, = x(t) la solution exacte de I'équation différentielié&(t) = f(x(t),t) (avec condition initiale
x(0) = zo) enty. En remarquant qué(zy, tx) = 2’ (), ona:

he) 1

h h
T + —kf(:ik,tk) =T + —kwl(tk) = |tk + - hia" (&),
2 2 2 8
avecéy € [tr, tx + %]. EnposantX = f(zy + % f(Z, tr), te + %), On remarque qu& = f(x(ty, +

h—;) — $h?2" (&), te + %&) et donc qu'il existe;, € IR tel que :

h h 1 h
X = flalte + 50t + ) = ghia” ()00 (oot + ).
On en déduit que
h 1 h
X =a'(ty + 716) - ghiff//(fk)alf@k,tk + ?k)
De plus, par développement de Taylor d’ordre 2, on a :
Tort T8 r 1 M| < op2 (4.8.60)
hy 2

ou C ne dépend que d& On en déduit que I'erreur de consistardtgvérifie :
R = |B=2 f(a + B f (s te) e+ )
< Lh%a”(&)O0f (Crote + 1) + Ch?

ouC ne dépend que d& On en déduit que le schéma est bien d’ordre 2.
2. Le schéma de Heun s’écrit :

T - 1 1
= = @) + 5L R (s ), )]

Ecrivons d’abord qu'il existe don#, € [txtr+1] tel que
h?
Tk + hkf(,fk,tk) = J:(tk+1) + é‘”w”(@k).
De plus, il existel;, € IR tel que :
h2
F(@k + b f(Zr, te), thr1) = f(Trs1s tierr) + 00 f (G, tk+1)7k33” (Or)-

Or 2(f(Zp, tk) + f(Zrg1 tes1)) = 5(2' (tg1) + 2'(tx)) et par développement de Taylor, il exigtec IR
ne dépendant que detel que

1 h
|5 (tr) + 2 (80)) — @' (1 + )] < CR2.

En utilisant a nouveau (4.8.60), on en déduit que I'errewsalesistance est d’ordre 2 (a condition qusoit
trois fois dérivable . .).
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Corrigé de I'exercice 90 page 190 (Stabilité par rapport awerreurs et convergence)

1. Par définition du schéma (4.1.6) et de I'erreur de conuisté4.2.10), on a :

Thr1 = Tk + hio(zr, te, hi)
Tpy1 = T + hed(Zk, te, hi) + hi Ry

Comme le schéma (4.1.6) est supposé stable par rapport ange on a en prenajt = Ty, etey, = hy Ry, dans

(4.2.12) page 182 :
k—1

exr1 < K(|lzo — Zo| + Y |hiRi|) pour toutk = 0,...,n — 1.
=0
Comme le schéma est consistant d'ordren aRz; < Ch? et donc par l'inégalité précédentey,; < Kleg| +
ChP)ouC € Ry ne dépend que dgT, Z, (et pas der). On en déduit que le schéma est convergent d’gsdre
2. Soient(zy )k=o,... n—1 €t (yx)k=0,... n—1 Verifiant (4.2.12), c’est—a—dire :

Try1 = Tk + hpo(ok, tr, hi),

ourk=0,...,n—1,

Yk+1 = Yk + hed(Yk, te, hi) + €k, P
alors grace a I'hypothése sur le caractere lipschitziep, dm a :

|Zkt1 — Yrar] < 1+ hM)|wg — yi| + lex| < €M, — yi| + |exl-

On en déduit par récurrence sugue

k—1 k
|-77k _yk| < etkk[|60|+Ze(tkfti+1)M|€i| < K(|€Q| +Z|El|)7
=0 =0

avecK = ¢ On a donc ainsi montré que le schéma (4.1.6) est stable maontaaux erreurs.

Corrigé de I'exercice 93 page 191 (Méthode de Taylor)

1. Soitz solution du probléme de Cauchy (4.1.1). Montrons par rénoe que
2 () = fO0 (a(8), 1).
Pourm = 0, onazM(t) = f(z(t),t) = £ (x(t),t). Supposons que
cPTO() = @) (x(t),t) pourp =0, ..., m,
et calculons:(™*+2)(¢). Ona

() = o fU (a(t), t)a’ (1) + 02 f U (x(t), 1)
OLF U™ (w(t), ) f(w(t), 1) + 0o f ™ (a(t), 1)
FED (a(t), ).

2.0nafM =y f + (1 f)f, etfP = (91 fD)f 4 (9.f1)), soit encore

F@ = (0102 + (O7)f + (01f)%) + 03 + (01021 ) f + (01.f)(D2.1).
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3.Danslecap = 1,0nay,(y,t, h) = f(y,t) etdoncle schéma (4.7.27) s'écrit :

o = o,
Tp41 = xp + hf(xg, ty), pourk=1,...,n
On reconnait le schéma d’Euler explicite.

4.a/ Puisque (y,t) =y, onaf® = f pour toutk, et donc

p—1 i
t,h) = t
wp(yv ) ) - (J+1)|f(y7 )
7=0
4.b/ Par définition,
h L L LW
= T T 0 = T T = 1 = .
x1 = To + hf(Zo,0) = Zo + jz:;(jJrl)!xO + JZO( 1) jz::o(j+1>!
Supposons que
k
P
h7
T = — pourk =1,...,¢,

et montrons que cette relation est encore vérifiée aufang. On a bien :

; P
$e+1:$e+hzlg! Zoh—'

ce qui termine la récurrence.
4.c/ Commezr est la solution de (4.1.1) poyi(y,t) = y etzo = 1, on a évidemment(t) = ¢!, et donc

z(ty) = ehk.
Le résultat de la question 4.b/ permet de déduire que
N\ K
J
o= (Shok)
= (eh - R(h’))k )
p+1
avec) < R(h) < e %3y On a donc
k
z, = e*h (1 — %
= efh(l —a)¥,

aveca =

B €10, 1[. On en déduit que

0<ap —ap < eh(1—(1—a)").

Commek > 1 eta €]0, 1[, on en déduit (par récurrence syrque(1 — a)* > 1 — ka. On a donc

hPt1 hP

< tpet* .
p+ D! = (D)

0<Z —ar < kae*" < ket’“(

Analyse numérique |, Télé-enseignement, L3 201 Université Aix-Marseille } R. Herbin, 17 avril 2010



4.8. CORRIGES CHAPITRE 4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES
5. Un développement de Taylor montre que

" h
T+l = Zjl
p .

Wt
= Tkt 7l FU™D @k, te) + Crnh?

j=1
avecCy, < C e IR;.Onadonc
T =T _ NPT Gy o e
— = ;Tf (Zk, tk) + Cr,n
p—1 i
K ,
ON(Z. 1) + Ch. 1 hP
jgo(j"’_l)!f (ZTg, tr) ie,h

= Yp(Tp, t, h) + Crnh?.

Le schéma est donc consistant d’orgrdl suffit alors d'appliquer le théoreme 4.12 page 182 (¢aest de classe
C* donc lipschitzienne sur les bornés) pour obtenir I'exiseedeh > 0 etC' > 0 ne dépendant que deg, 7' et
f,telsque sh < h < h, alors|zy, — z(tx)| < ChP, pourtoutk =0, ...,n + 1.

Corrigé de I'exercice 4.7 page 193 (Méthodes semi-impli@tet explicite)

1.
(n+1) _  (n)
Ty . Ty 7$§n) B zgn)xgnﬂ),
:cé"“) — xg") _ _:c;”“) (4.8.61)
R RO
ng) =a, zgo) =b.
onaz'” =a>o0etzl” =b>0.Deplus, ona
@ _ 1
x5 L

doncz" est bien défini, e < z{" < z{”) = b. Or2{" = a — k(a + ab) et commen etb appartiennent &

10,1[, on aa + ab €]0, 2], et comme) < k < 1/2, on en déduit qué < xgl) < x§0> = aq.

Supposons que les suites soient bien définies, décroissentrictement positives jusqu’au rang et
vérifions-le au rang + 1. On a

(n+1) L m
x = —x , 4.8.62
2 1+ z(_kn) 2 ( )
et donc en utilisant I'nypothéese de récurrence, on obtiaa&é”“) < xé") eto < xé"“) <b.
De plus
2P = g (M — k(M2 = 2 (1 -k — k), (4.8.63)
et donc grace au fait que < :cé"“) < b (etdoncl — k — k:cé"“) > 1 — k — kb, et a 'hypothése de

récurrence, on déduit qué” ™ < z{" et0 < 2"V < 4.
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4.8. CORRIGES CHAPITRE 4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES
2. Apreés calcul, on obtient que le schéma numérique (4.3'84jit sous la forme

:C(n'i'l) — ZC(n)

avecz™ = (2™ 2", et oligp € C((R*)2 x IR, IR?) est définie par
—wl(l + )

o(z, k) = oy TLTET| (4.8.65)
_$1 +k

X1X2

et on vérifie bien que € C*((R})? x R+, IR?) (en fait$ est de class€> surR3 x Ry \ {0} x
R, x {0}.) et queg(z,0) = f(z). Ceci montre que poufz(™, 2\") € (IR )% etk > 0, le couple
({" ™) 2§ est bien défini par (4.7.34) de maniére unique.

3. Commer € C*°([0, +ocl, (IR*)?), 0n a

tn —x(ln
ot 220 1)) < .

et
|0(x(tn), k) — ¢(x(tn), 0)] < k%lf%le(x(t)vf)l-

Or la solution exacte sur[0, 7] vit dans un bornéw, 5] de R, et ses dérivées atteignent ses bornes sur
le compact0, 7], donc il existeC(T) € R4 tel quemaxo 7 |z”| < C(T') etmaxg ) |D2¢(x(t),1)] <

C(T). Comme de plug(z(t,),0) = f(x(t,), on en déduit par inégalité triangulaire qm{,”>| < C(T)k.
4. (Stabilité)

(i) SoitT" > 0. De (4.8.63) et du fait que < xé") < bon déduit que
2" > M (1~ k- kD),

et donc par récurrence sumque
2™ > 21—k — k)",
Donc pour tout entien tel quenk < T, on an < % etcommel — k — kb > 0 (cark < 1/2),ona
2> (1—k—kb)F.
(i) Ona(l —k — kb)r = exp(L In(1 — k — kb)), e;ln(l — k — kb) est équivalent & — kb dans un
voisinage dé: = 0. On en déduit quél — k — kb)* — e~ 1407 Jorsquek — 0.
La fonctiony définie parg(k) = (1 — k — kb)* est continue, strictement positive s0r1/2], et

sa limite lorsquek tend vers 0 est minorée par un nombre strictement positificDa fonction est
~ . s . e e . . T
elle-méme minorée par un nombre strictement positif. Onéetuid queinf, .1 (1 — k — kb)* > 0.

(iii) D’apres les résultats des questions%S (@) et 3 (d)gimaa(T) < x&") < a, pour toutn tel quenk < T,
aveca(T) = infyp 1 (1 =k — kb)T.
En utilisant ce résultat (et la question 3 (a)), on déduitadte (4.8.62) que

(n+1) 1 (n)
T > —xy
? 1 + a(l’g") ?
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4.8. CORRIGES CHAPITRE 4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

et donc que
o0 > ( 1 )%zm
2 = k 2
1+am

Une étude similaire a celle de la question précédente mqagéda fonction

1 .
e ()
1+m

est continue et strictement positive il /2] et sa limite lorsqué tend vers 0 est strictement positive.
On en déduit qué(T') < :z:é") < b, pour toutn tel quenk < T, avec
1 3

b(T)=b inf (———] >0.
(T) k€[1(§}1/2](1+%)

5. (Convergence) Soif’ > 0. On ne peut pas appliquer directement le théoréme du courg ng&st pas
lipschitzienne sur les bornés, mais il suffit de remarquer:qu
— la solution exacte su6, 7] vit dans un bornéw, 5] de R*,..
— le schéma est inconditionnellement stabi&™ € [a(T'), a] x [b(T), b].
Or la fonctiong est de class€' sur[A, B]* x R, ouA = min(w, a(T'),b(T)) et B = max(/3, a,b). Donc
elle est lipschitzienne par rapport a la premiére variabiéespavé A, B]?. La démonstration par récurrence
faite en cours dans le cgsglobalement lipschitzienne s’adapte donc trés facilemg@fie est méme plus
facile careq = 0 et le pas de discrétisation est constant. . .)

6. On remplace maintenant le schéma (4.7.34) par le schémuded'explicite. Celui s’écrit :

(n+1) (n)
! N (n) (n),.(n)

k =—xy —xy Xy,

AT S (4.8.66)
2 2

x§°> =a, xgo) =0b.

Supposons:&") >0 etxén) > (0 pour toutn. La premiere équation de (4.7.34) donne alors que

n+1 n
A
k 1

)

et donw&"“) <(1- k:):ci”). On en déduit par récurrence qml%l) < (1 —=k)"a — 0lorsquen — 0 (on
supposera quk < 1 pour que le schéma soit bien défini. Donc pour un pas de térdpané, il existe tel

quex&") < k. Or pour cette valeur de,

n n k
2" = (1 - =) <0,
Ty

ce qui contredit I’hypothéseé") > 0 pour toutn.
Ceci montre que le schéma d’Euler explicite n’est franch@rmpas bon dans ce cas. (Etudier si le coeur vous
en dit le schéma totalement implicite...)
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