UNIVERSITE DE NICE SOPHIA-ANTIPOLIS L1 - MP - MI ALGEBRE
07-08 SEMESTRE 2

Feuille 1
Corps des nombres complexes

Exercice 1 - Mettre sous la forme z + iy avec z,y réels les nombres complexes :

1 1 2—1

B-2) 5 (3-2)° ; =g Go20(l-i) ' (B-da-20)

Exercice 2 - Déterminer sous la forme z +1iy avec z, y réels les nombres complexes z solutions
des équations :

a) diz+4-3t=0
b) (10—2i)z+5+T7i=0
c) (1-9)z—-4+51=0
Exercice 3 - Déterminer les couples de complexes solutions du systeme d’équations :

(1+2)21 - 222 = J—1
'iZl + (3+22)22 = 14+2

En déduire les couples de complexes solutions du systeme d’équations :

(1—-1)z - 229 = 3+1
iz 4 (3-20)zm = 1-%

Exercice 4 - (Equations du second degré A-coefficients réels) Trouver les nombres réels ou
complexes solutions des équations suivantes :

32
2:— N 2: N > .,2=--
la) = 5 =0 ; loz 17
1 1
2a) (x—§)2—%=0 . 20) (VBz -2 =0 ; 2c)(a:—§)2+%=0

1
3a) 62" = 5r+1=0 ; 3b) 922 + 12v2z +8=0 ; 3c)m2—m+§g=0

Exercice 5 - (Equations du second degré a coefficients complexes) Déterminer sous la forme
T + iy avec z,y réels les deux nombres complexes solutions de I’équation 2% = ¢ dans les cas :

c=3+8 ; c=-11+4i ; c=1~-1.

(Une méthode consiste & remarquer que | z 2= 22 + y? =| ¢ |,2? — 3 = Rec, a déterminer les
couples (z2,?), puis les couples (z,y) en tenant compte du signe de 2zy = Imc).

Exercice 6 — (Equations du second degré a coefficients complexes) Déterminer sous la forme
1 + iy avec z,y réels les nombres complexes z solutions des équations :




a) 22+ (24+1)z—-i=0
b) 22— (1+2)z2+2=0
c) 422+ (2—-6i)z2 — 8 —6i =0
Déduire de a) les solutions complexes de ’équation :

24+ (2-i)z+i=0

Exercice 7 - Déterminer le module et I’argument des nombres complexes :

1+

-1 ; 1-4 ; —2V3+2 ; (1+49)(3-1) ; o

En déduire par exemple le module et 'argument des complexes z tels que
P=14i ; 2=0+0)(V3-1).
Exercice 8 - (similitude directe) Déterminer le points fixe et la nature des similitudes directes :

$p1:C—=C ; z+— P1(z)=2iz+1-3i

P : C—>C ; z(z)=(1—-d)z+1-3i
(
(

)

$35:C—>C ; zm¢3(2)=1+iV3)z+1-3i
VEI

¢s:C—C 5 2r 94(2) 3

3 .
z ('—2——2)Z+2+Z

Il

Exercice 9 - (similitude directe) Considérons les similitudes directes :
p:C—-C ; z—o(z)=01+1)z+2+3

3
Yv:C—-C zr—+w(z)=(—\%-_+z

z+1+1
5) '

1) Déterminer le point fixe et la nature de ¢ et de .

2) Préciser I'application composée goip. Constater qu’il s’agit d’une similitude directe. Déterminer
son point fixe et sa nature.

3) Méme question avec i o @.

4) Nous savons que ¢ et 1 sont bijectives, préciser ¢! et ¢~1.

5) Constater que ¢! et 9~! sont des similitudes directes. Préciser avec et sans calculs leurs
points fixes et leurs natures.

Exercice 10 - Donner une expression de cos 36 et sin 36 & 'aide de cosf et sinf. Pour cela,
on utilisera que pour tout entier relatif n et tout réel 8 : ™ = (e*)*. Méme question avec
cos 58 et sin 56



Exercice 11 - Soit # un nombre réel et z = cosf + isin #. Montrer que pour tout entier n :

n 1 k13
2cosnf = 2" + <%> ; 2isinnf = 2" — (—)

~
~

1\° 1\° , . .
En développant {z+ =) et (z— —) , donner une expression de cos®f et sin®6 & 'aide de
z z

cos 56, sin 56, cos 36, sin 36, cos @ et sin ¢

Exercice 12 - 1) Montrer que pour tout réel 8 :

0 0 0 0 0 0
= 2 _ — Si 2 —_ = 2 — —_ = — in? — : 1 = —_ i —
cosf = cos (2) sin (2> 2cos <2> 1=1-2sin <2> ; sin@ = 2cos (2) sin (2)

0
2) Déduire a laide 5 le module et I’argument du nombre complexe :

e —1=cosf +isinf — 1

3) Montrer que pour tout nombre complexe z distinct de 1 :
n
sz:1+z+---+z"=
=0

4) Soit € un nombre réel distinct de 0 mod 27. Montrer que pour tout entier 7 :

n : 6
” ; ; e sin(n + 1)%
§:ezk9:1+eu9+___+ezn0=em2 —s 2
sin 5
k=0 2

5) En déduire que pour tout entier n et @ réel distinct de 0 mod 27 :

1

Z coskl |< ———5— et | Z sinkf |< ———
= |sin | 2l |'sin? | 2
z2—1
Exercice 13 - 1) Soit z un complexe différent de —i. Montrer que le nombre complexe n
z41

est différent de-1.
On note alors f: C — {—i} — C — {1} I'application définie par f(z) =
2) Montrer que / est bijective. Déterminer f~1.

3) Montrer que f admet deux points fixes 2; et z9 que 'on déterminera.
4) Montrer qu'il existe un complexe a que I'on précisera tel que pour tout z dictinct de —7 ‘/et/

/
7 f(z)“zlzaz—zl

z—1

z41

f(z) = =z z— 2z
5) Déterminer deux complexes c et d tels que pour tout complexe z distinct de —i :
d
=c+
(=)= z41



Exercice 14 - (similitudes directes) On considere Sim™ ’ensemble des similitudes directes.
Pour a un nombre complexe non nul et b un nombre complexe, on note ¢, la similitude
directe :

bap : C—=C 5 zrm dop(z) =az+b

1) Soit a,a’ des complexes non nuls et b,b’ des complexes. Préciser I'application composée
Pab © Par,pr-
2) Montrer que ¢, est bijective et déterminer gb;i. Montrer que Id¢c : C — C définie par
Idc(z) = z est une similitude directe.
3) Montrer que Sim* pour la loi de composition des applications est un groupe d’élément neutre
Idc.
4) Déterminer en fonction de a et b les points fixes de @ .
Soit 20, 21, 22 les affixes de 3 points My, M;, M,. Notons My, M], M, les points dont les affixes
sont ¢a5(20), Pap(21), Pap(22)-
5) Montrer que

| MoMill = lall| Mo M|

En déduire que si M d’affixe z décrit un cercle de centre Q d’affixe w et de rayon R, les points
d’affixes ¢, 4(z) décrivent un cercle que I'on précisera.
6) Montrer I'égalité des angles de vecteurs :

—

(MM, MyM,) = (MoM,, MoM,)
En déduire que si M d’affixe z décrit une droite, les points d’affixes ¢, (z) décrivent une droite.

On considére 'ensemble C* x C formé des couples (a,b) tels que a est un nombre complexe non
nul et b un nombre complexe. On considére la loi interne x sur C* x C définie par :

(a,b) x (@' V) = (ad',ab’ + ) .

7) Montrer que muni de cette loi C* x C est un groupe non commutatif dont on précisera
I'élément neutre.
8) Montrer que Papplication :

C* x C — Sim™ (a,0) — ¢ap

est un morphisme de groupe.
9) Montrer que ce morphisme de groupes est bijectif et déterminer son inverse.
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