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0 Modélisation physique des plasmas : MHD
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La MHD : Magnétohydrodynamique

MHD (Magnétohydrodynamique) : systéme d'équation considérant le plasma
comme un fluide obéissant aux lois de conservations et lois de Maxwell

Oep +V - (pv) =0,
Oepv+V - (pv®Vv)=JxB—-Vp—-V-m,

%—|—V~(pev—&—pv):(J><B)-v—v~(V~1)—|—77J2
—(e: Vve+mi: Vvi+V - Q),
V- J =0,
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E—|—v><B:77J+i(J><B—Vpe—V~L,).

3/17



La MHD Réduite

hypothéses de la MHD réduite :

» champ magnétique B puissant principalement toroidal :

B =FV¢+V x (¥V9),
v=v,B+v,,

=v,B + R*V¢ x Vo,
» Courant J principalement toroidal :
1 *
J=— —A"YVo
Ho

NS
Js ==

hypothéses supplémentaires pour le systéme du Current Hole :

> la vitesse paralléle et la pression sont négligées :

vn =0,

p =0,

> la densité du plasma p est homogéne
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La MHD Réduite : Le Current Hole

Dans le cas simplifié du cylindre le systéme du Current Hole s’écrit :

o .
5 = L@l +nle = Je),
Ow .
E _[w’@]+[¢’1¢]+VAw7 (2)
1
L= LAy,
Jo =0 Y
w = Ay,
avec [.,.] caractérise les crochets de Poisson définis par :
[2,6] = (Va x Vb) - ey, = —[b,a]. (3)
Ce systéme pourrait se réécrire avec 2 équations :
0
B—If = [yl + n(Ay — Age),
4
2(n¢) “

5; = [Aeel +[$,A¢] +vA (L),
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Eléments finis C* de Bell

On cherche une solution dans un espace de dimension finie tel que cette solution
soit C!. Pour résoudre ce systéme on utilise la méthode des éléments finis avec
des é&léments finis C' de Bell'2. Le domaine d'étude Q est discrétisé par un
maillage triangulaire régulier 7, :

Xi—1

Xi Xi+1

Figure: élément e € 74,

1. K. BELL « A refined triangular plate bending finite element », International Journal of
numerical methods in engineering, 1969

2. M. Bernadou et J.-M. Boisserie, Curved finite elements of class C1 : implementation and
numerical experiments,INRIA,Rapport de recherche,inria-00076956,1992

6/17



Eléments finis C* de Bell

Chacun des éléments e € 7, est défini par 3 points (xj_1, xi, Xi+1)

3
x(x) = ZXM; (x)

3
Pew(x) = Zw B2 (x) +Z (D (xic1 — Xi)) B 1(x)
i=1
3
+ Z (Di - (Xiy1 —Xi)) éil,i+1 (x)

i

w |l
-

Mw

+

(’H; F (x4 = Xj-1) ® (Xj1 — xj—1) ) Bﬁj(x)

17

I
i

~.

avec pour inconnues :

Orw Rw Pw g
. .~ .~ r .~ rr rz' — 2
wj, D; ~ Oxw; ~ ( Opw )i et H;~ (832 oz, )i = Ofw
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Eléments finis C* de Bell

les fonctions de bases sont :
BY(x) =A7 [6AF — 15M7 4+ 10X; + 15 (1 + mig1) Ay Appq + 15 (1 — mim1) A_1 ADy ]

9 + 15n;
B} 1 (x) =Xi_1A} [—3>\? +4N 430, + %)‘i—l)‘iﬁ—l}

9 — 15n;_
B0 =3[08 4oy 137, + S0 ]
y 1 9 — 15n;_
B?; 4 (x) :E/\,?)\Hl [—/\? N A+ T'I)\;A)\iﬂ}
1 9 + 157;
B2, (x) ZEA,-,IA,? {—)\? + A M+ 7'“)\,-_1)\,-“}

1
Bfi(x) =— 5)\,'—1)‘?)\,41

Les coordonnées barycentriques \; et I'excentricité 7; sont définis par :

> 2 2
X — Xjr1) X (Xj—1 — Xj+1) - it1 — Xi||© — |[xi—1 — x;
)‘i (X) — ( l+1) ( i—1 l+1) z and ni = ||X,+1 XIII ||xl 12 XIII
(xi = Xiy1) X (Xj—1 — Xiy1) - lIxi—1 — xitall

N)
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Application sur le systéme du Current Hole

Ce systéme du Current Hole admet pour conditions initiales :

»(0,x) = w(0,x) =0,
{ A*U)(O’X) = J(O,X) — Jc(X), Vx € Q. (5)

et pour conditions de bords

YP(t,x) =0
0L (t, x) =0 Vx € 8Q,Vt € [0, T¢], (6)

8,214,,J_1/1(tyx) =0,
ot n! est la normale tangentielle au bord du domaine, A est le bord du domaine
Q et Ts est le temps final de simulation,
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Application sur le systéme du Current Hole

Pour résoudre ce systéme du Current Hole on pose le vecteur W contenant les
variables W" = (", ¢", J",w") et par extension : W™ —W" = (53, 5, §J, 6w),
tel que le systéme du Current Hole se réécrit :

% = [" + ad), " + Bop] + n(J" + ~vdJ — Je),

(;_o: = [w" 4+ XNw, " + Bop] + [¢" + adp, J" + v6J] + vA(w" + Aw),
6J = A(6),

b = A(59),

(7)
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Formulation faible du systéme du Current Hole

On multiplie chacune des équations de ce systéme par une fonction test B € V
et on intégre sur le domaine € :

&’Z)B—&-a[&p L0 ]B—B[v",6p]B—yndJBdQ /[w 2" 1B+n (J" — Jo) BdQ.
(8)
Si on considére les variables de ce systéme dans le méme espace d'approximation
Vi
we :% : Be:
O0tbe e - 0Be
on = 9n’ (9)

e - 0B.\ 0B. ([ 0B. - 0B. "
= 9on ) om \ Om on )=
Cette équation (8) se résume donc a :

(5.5, 3t

Qe

© 0@ L0 el BeyBeBe = BYL8pel BeyBe]Be—m (Bo ©Be) 0Jed =

Ve[ Be,Be]Be + 0 (Be@Be) (JE —Jce) dQ2.
Qe
(10)
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© Résultats numériques
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Cas test du Current hole

Le Current hole est un équilibre instable obtenu a partir des équations de la MHD
réduite résistive dépendant du temps. Pour ce cas test on a pris la viscosité :
v =107° et la résistivité n = 107°. Le courant d'entrée J. est tel que :

Je=jh(1—r*)— (1= r*)® avecji =0.2 et jo = 0.2666. (11)

Courant d entree : Jo

Figure: Courant d'entrée : Jc

Le domaine de ce cas test Q est un cercle de centre (0,0) et de rayon 1.
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Cas test du Current hole

Courant : J

Figure: Densité de courant J
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Cas test du Curre

Potentiel vitesse : Phi

Figure: Potentiel vitesse ¢
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Cas test du Current hole

Observation des instabilités en dents de scie sur le graphique présentant |'énergie

cinétique.
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Figure: Energie Cinétique en fonction du temps avec les éléments de Bell
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Conclusions et perspectives

Perspectives :

» Utilisation des éléments finis de Bell pour des modéles plus complets
jusqu'au modéle de Full-MHD....

» Utilisation des éléments C! de Powell-Sabin
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Merci de votre attention!!
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