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La MHD : MagnétohydrodynamiqueMHD (Magnétohydrodynamique) : système d'équation 
onsidérant le plasma
omme un �uide obéissant aux lois de 
onservations et lois de Maxwell
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∂tρ+∇ · (ρvvv) =0,
∂tρvvv +∇ · (ρvvv ⊗ vvv) =JJJ ×BBB −∇p −∇ · πππ,

∂ρe
∂t +∇ · (ρevvv + pvvv) = (JJJ ×BBB) · vvv − vvv · (∇ · πππ) + ηJJJ2

− (πππe : ∇vvv e + πππi : ∇vvv i +∇ ·QQQ) ,

∇ · JJJ =0,p
γ − 1 =ρe − 12ρvvv2,
∇× EEE =−

∂BBB
∂t

∇×BBB =µ0JJJ,
∇ ·BBB =0,E + vvv ×BBB =ηJJJ +

1en (JJJ ×BBB −∇pe −∇ · πππe) .
(1)
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La MHD Réduitehypothèses de la MHD réduite :
◮ 
hamp magnétique BBB puissant prin
ipalement toroïdal :BBB =F∇φ+∇× (ψ∇φ) ,vvv =vnBBB + vvv⊥,

=vnBBB + R2
∇φ×∇ϕ,

◮ Courant JJJ prin
ipalement toroïdal :JJJ =−
1
µ0∆∗

ψ∇φjφ =
∆∗ψ

µ0hypothèses supplémentaires pour le système du Current Hole :
◮ la vitesse parallèle et la pression sont négligées :vn =0,p =0,
◮ la densité du plasma ρ est homogène 4/17



La MHD Réduite : Le Current HoleDans le 
as simpli�é du 
ylindre le système du Current Hole s'é
rit :

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∂ψ

∂t = [[[ψ,,,ϕ ]]] + η(jφ − j
 ),
∂ω

∂t = [[[ω,,,ϕ ]]] + [[[ψ,,,jφ ]]] + ν∆ω,jφ =
1
µ0∆ψ,

ω = ∆ϕ,

(2)ave
 [[[ .,,,. ]]] 
ara
térise les 
ro
hets de Poisson dé�nis par :
[[[a,,,b ]]] = (∇a ×∇b) · eφ = −[[[b,,,a ]]]. (3)Ce système pourrait se réé
rire ave
 2 équations :
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∂ψ

∂t = [[[ψ,,,ϕ ]]] + η(∆ψ −∆ψ
 ),
∂ (∆ϕ)

∂t = [[[∆ϕ,,,ϕ ]]] + [[[ψ,,,∆ψ ]]] + ν∆(∆ϕ) ,

(4) 5/17
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Eléments �nis C 1 de BellOn 
her
he une solution dans un espa
e de dimension �nie tel que 
ette solutionsoit C 1. Pour résoudre 
e système on utilise la méthode des éléments �nis ave
des éléments �nis C 1 de Bell 1 2. Le domaine d'étude Ω est dis
rétisé par unmaillage triangulaire régulier τh : xi−1
xi xi+1Figure: élément e ∈ τh1. K. BELL � A re�ned triangular plate bending �nite element �, International Journal ofnumeri
al methods in engineering, 19692. M. Bernadou et J.-M. Boisserie, Curved �nite elements of 
lass C1 : implementation andnumeri
al experiments,INRIA,Rapport de re
her
he,inria-00076956,1992 6/17



Eléments �nis C 1 de BellCha
un des éléments e ∈ τh est dé�ni par 3 points (xi−1, xi , xi+1)





xxx (xxx) = 3∑i=1 xxx iλi (xxx)
Peωωω(xxx) = 3∑i=1 ωωωi B̌0i (xxx) + 3∑i=1 (Di · (xxx i−1 − xxx i )) B̌1i,i−1(xxx)

+
3∑i=1 (Di · (xxx i+1 − xxx i )) B̌1i,i+1(xxx)

+
3∑j=1 3∑i=1 (

Hi : (xxx j+1 − xxx j−1)⊗ (xxx j+1 − xxx j−1)) B̌2i,j (xxx)ave
 pour in
onnues :
ωωωi , Di ≃ ∂∂∂xxxωωωi ≃ (

∂rωωω
∂zωωω )i et Hi ≃ (

∂2rrωωω ∂2rzωωω
∂2rzωωω ∂2zzωωω)i ≡ 


∂2rrωωω
∂2rzωωω
∂2zzωωω 
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Eléments �nis C 1 de Bellles fon
tions de bases sont :
B̌0i (xxx) =λ2i [6λ3i − 15λ2i + 10λi + 15 (1+ ηi+1)λ2i−1λi+1 + 15 (1− ηi−1)λi−1λ2i+1]

B̌1i,i−1(xxx) =λi−1λ2i [−3λ2i + 4λi + 3λ2i+1 +
9+ 15ηi+12 λi−1λi+1]

B̌1i,i+1(xxx) =λ2i λi+1 [−3λ2i + 4λi + 3λ2i−1 +
9− 15ηi−12 λi−1λi+1]

B̌2i,i−1(xxx) =12λ2i λi+1 [−λ2i + λi + λ2i−1 +
9− 15ηi−16 λi−1λi+1]

B̌2i,i+1(xxx) =12λi−1λ2i [−λ2i + λi + λ2i+1 +
9+ 15ηi+16 λi−1λi+1]

B̌2i,i (xxx) =−
12λi−1λ2i λi+1Les 
oordonnées bary
entriques λi et l'ex
entri
ité ηi sont dé�nis par :

λi (xxx) = (xxx − xxx i+1) × (xxx i−1 − xxx i+1) · ẑzz
(xxx i − xxx i+1)× (xxx i−1 − xxx i+1) · ẑzz and ηi = ‖xxx i+1 − xxx i‖2 − ‖xxx i−1 − xxx i ‖2

‖xxx i−1 − xxx i+1‖2 8/17



Appli
ation sur le système du Current Hole
Ce système du Current Hole admet pour 
onditions initiales :

{

ϕ(0, x) = ω(0, x) = 0,
∆∗
ψ(0, x) = J(0, x) = J
(x), ∀x ∈ Ω. (5)et pour 
onditions de bords






ψ(t, x) =0
∂n⊥ψ(t, x) =0

∂2n⊥n⊥ψ(t, x) =0, ∀x ∈ ∂Ω,∀t ∈ [0,Tf ], (6)où n⊥ est la normale tangentielle au bord du domaine, ∂Ω est le bord du domaine
Ω et Tf est le temps �nal de simulation,
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Appli
ation sur le système du Current Hole
Pour résoudre 
e système du Current Hole on pose le ve
teur W 
ontenant lesvariablesW n = (ψn, ϕn, Jn, ωn) et par extension :W n+1

−W n = (δψ, δϕ, δJ, δω),tel que le système du Current Hole se réé
rit :
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





δψ

δt = [ψn + αδψ, ϕ
n + βδϕ] + η(Jn + γδJ − J
),

δω

δt = [ωn + λδω,ϕ
n + βδϕ] + [ψn + αδψ, Jn + γδJ] + ν∆(ωn + λδω),

δJ = ∆(δψ),

δω = ∆(δϕ), (7)
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Formulation faible du système du Current HoleOn multiplie 
ha
une des équations de 
e système par une fon
tion test B ∈ Vet on intègre sur le domaine Ω :
∫

Ω

δψ

∆tB+α[[[ϕn
,,,δψ ]]]B−β[[[ψn

,,,δϕ ]]]B−γηδJBdΩ =

∫

Ω

[[[ψn
,,,ϕ

n ]]]B+η (Jn
− J
)BdΩ.(8)Si on 
onsidère les variables de 
e système dans le même espa
e d'approximationVh :
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


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ψe =ψe · Be ,
∂ψe
∂n =ψe · ∂Be

∂n ,
(

ψe · ∂Be
∂n )

∂Be
∂m =

(

∂Be
∂m ⊗

∂Be
∂n )

ψe . (9)Cette équation (8) se résume don
 à :
∫

Ωe(Be⊗Be) δψe
∆t +αϕneδψe[[[Be,,,Be ]]]Be−βψne δϕe[[[Be,,,Be ]]]Be−γη (Be⊗Be ) δJedΩ =

∫

Ωeψneϕne[[[Be,,,Be ]]]Be + η (Be⊗Be) (Jne −J
 e) dΩ.(10) 11/17
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Cas test du Current holeLe Current hole est un équilibre instable obtenu à partir des équations de la MHDréduite résistive dépendant du temps. Pour 
e 
as test on a pris la vis
osité :
ν = 10−6 et la résistivité η = 10−5. Le 
ourant d'entrée J
 est tel que :J
 = j1(1 − r4)− j2(1− r2)8 ave
 j1 = 0.2 et j2 = 0.2666. (11)

Figure: Courant d'entrée : J
Le domaine de 
e 
as test Ω est un 
er
le de 
entre (0, 0) et de rayon 1. 12/17



Cas test du Current hole

Figure: Densité de 
ourant J
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Cas test du Current hole

Figure: Potentiel vitesse ϕ
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Cas test du Current holeObservation des instabilités en dents de s
ie sur le graphique présentant l'énergie
inétique.

Figure: Energie Cinétique en fon
tion du temps ave
 les éléments de Bell 15/17



1 Modélisation physique des plasmas : MHD2 Eléments �nis C 1Présentation des éléments �nis C 1 de BellAppli
ation sur le système du Current HoleFormulation faible3 Résultats numériques4 Con
lusions et perspe
tives
15/17



Con
lusions et perspe
tives
Perspe
tives :

◮ Utilisation des éléments �nis de Bell pour des modèles plus 
ompletsjusqu'au modèle de Full-MHD....
◮ Utilisation des éléments C 1 de Powell-Sabin
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Mer
i de votre attention ! !
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