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1. Question de cours : . . .

2. (a) • Si t < 0, P(sup(U,X) ≤ t) = 0.
• Si t ∈ [0, 1],

P(sup(U,X) ≤ t) = P(U ≤ t et X ≤ t)
= P(U ≤ t)P(X ≤ t)

par indépendance, donc (après calcul) P(sup(U,X) ≤ t) = t(1− e−t).
• Si t > 1, on a de même que pour t ∈ [0, 1] :

P(sup(U,X) ≤ t) = P(U ≤ t)P(X ≤ t) = 1− e−t .

(b) En ”dérivant” P(sup(U,X) ≤ t) par rapport à t, on trouve que la densité de sup(U,X)
est 1t∈[0,1](1 + (t− 1)e−t) + 1t>1e

−t.

3. (a) À chaque pas de temps, la grenouille se déplace de 1 vers la droite (et de manière
aléatoire vers le haut ou le bas) donc elle passe par l’axe des ordonnées (c’est à dire
l’autoroute) au temps 25.

(b) L’ordonnée de la grenouille au temps n peut s’écrire V1 + · · · + Vn où Vn = 1/
√

2 avec
probabilité 1/2 et Vn = −1/

√
2 avec probabilité 1/2 (pour tout k, Vk est la composante

verticale du vecteur Uk). Les variables Vk sont d’espérance m = 0 et de variance
σ2 = 1/2. La probabilité de passer par un tunnel est :

P(ordonnée de Z25 ∈ [−5, 5]) = P(|V1 + · · ·+ V25| ≤ 5)

= P
(∣∣∣∣V1 + · · ·+ V25 − 25m

σ
√

25

∣∣∣∣ ≤ √
2
)

.

Les variables Vi sont i.i.d., intégrables et de variance finie donc par le théorème central-
limite : P(ordonnée de Z25 ∈ [−5, 5]) ≈

∫ +
√

2

−
√

2
e−t2/2
√

2π
dt = −1 + 2

∫√2

−∞
e−t2/2
√

2π
dt. On

trouve sur la table jointe au sujet que P(ordonnée de Z25 ∈ [−5, 5]) ≈ 0.84.

(c) On veut trouver x tel que P(ordonnée de Z25 ∈ [−x, x]) ≈ 0.9. On a par le théorm̀e
central-limite :

P(ordonnée de Z25 ∈ [−x, x]) = P(|V1 + · · ·+ V25| ≤ x)

= P
(∣∣∣∣V1 + · · ·+ V25 − 25m

σ
√

25

∣∣∣∣ ≤ x

5

)
≈

∫ x
√

2/5

−x
√

2/5

e−t2/2

√
2π

dt

= −1 + 2
∫ x

√
2/5

−∞

e−t2/2

√
2π

dt .

D’après la table, il faut x
√

2/5 ≈ 1.65 donc x ≈ 5.83. La grenouille se trouve toujours
sur des points de coordonnées entières donc il suffit de prendre x = 5.

1



4. (a) On a par une récurrence immédiate :

∀n ≥ 1,Wn = ln(W0) + ln(ap + (1− p)V1) + ln(p + (1− p)V2) + · · ·+ ln(p + (1− p)Vn) .

Les variables (ln(ap + (1 − p)Vk))k≥1 sont i.i.d. et intégrables donc par la loi forte
des grands nombres : ln(ap+(1−p)V1)+···+ln(p+(1−p)Vn)

n

p.s.−→
n→∞

E(ln(ap + (1 − p)V1)). Par

ailleurs, ln(W0)
n −→

n→∞
0, donc ln Wn

n

p.s.−→
n→∞

E(ln(ap + (1− p)V1)).

(b) • Pour tout p ∈]0, 1[, la fonction ω 7→ ln(ap + (1− p)V1(ω)) est intégrable.
• Pour tout ω ∈ Ω, la fonction p 7→ ln(ap + (1− p)V1(ω)) est dérivable sur ]0, 1[ et sa

dérivée vaut ∂ ln(ap+(1−p)V1(ω))
∂p = a−V1(ω)

ap+(1−p)V1(ω) .

• Pour tout ω ∈ Ω et tout p ∈]0, 1[,
∣∣∣∂ ln(ap+(1−p)V1(ω))

∂p

∣∣∣ ≤ 2+ V1
a + a

V1
. Par hypothèse,

la variable 2 + V1
a + a

V1
est intégrable.

Donc par le théorème de dérivation globale sous l’intégrale, on a que c(p) est dérivable
sur ]0, 1[ et que c′(p) = E

(
a−V1

ap+(1−p)V1

)
.

(c) Si on admet que le théorème de dérivation globale s’applique à c′ sur [0, 1], on obtient :
c′′(p) = E

(
− (a−V1)

2

(ap+(1−p)V1))2

)
.

(d) On calcule : c′(0) = E (a/V1 − 1) > 0, c′(1) = E(1 − V1/a) < 0. La fonction c′ est
continue sur [0, 1] et décroissante sur [0, 1] d’après la question précédente (car c′′(p) ≤
0,∀p ∈ [0, 1]) donc elle s’annule une fois sur cet intervalle. On fait le tableau de variation
de c et on trouve que c a un maximum en un point p0 ∈]0, 1[.
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