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1. Soit E un ensemble. Soient A et B deux tribus de E. Montrer que A ∩ B est une tribu.

2. Soit (E,A, µ) un espace mesuré. Soit (An)n≥0 suite d’éléments de A tels que An ⊂ An+1

pour tout n. Montrer que µ(∪n≥0An) = limn→+∞ ↑ µ(An).

3. Soit (E,A, µ) un espace mesuré. Soit (Bn)n≥0 suite d’éléments de A tels que Bn+1 ⊂ Bn

pour tout n. On suppose que µ(B0) < ∞. Montrer que µ(∩n≥0Bn) = limn→+∞ ↓ µ(Bn).

4. Montrer que l’ensemble Q[X] (l’ensemble des polynômes à coefficients rationnels) est dénombrable.

5. Soit (E,A, µ) un espace mesuré. Soit A ∈ A tel que 0 < µ(A) < ∞. Montrer que

ν : A → [0,+∞]

B 7→ µ(A ∩B)
µ(A)

est une mesure de probabilité.

6. Étudier la convergence des intégrales suivantes :

∫ 2

0

1√
2− x

dx,

∫ +∞

0

x4e−x2
dx,

∫ +∞

2

1
ln(x)

dx.

Pour quelles valeurs de α l’intégrale

∫ +∞

0

1
xα

dx

est-elle convergente ?

7. On prend p ∈]0, 1[ et n ∈ N∗. On pose pk = Ck
npk(1 − p)n−k pour 0 ≤ k ≤ n. Montrer que

µ =
∑n

k=1 pkδk est une mesure sur (N,P(N)) et que µ(N) = 1. (On rappelle la définition :
δk(A) = 1 si k ∈ A et δk(A) = 0 sinon.)

8. Soit µ une mesure finie sur (R,B(R)). Montrer que {x : µ({x}) > 0} est dénombrable.

9. Soit A une partie dénombrable de R. Montrer que A est un borélien. Soit λ la mesure de
Lebesgue sur R. Montrer que λ(A) = 0.

10. Soient (E,A) et (F,B) deux ensembles mesurés. Soit µ une mesure sur (E,A) et f : (E,A) →
(F,B)une fonction mesurable. Soit

ν : B → [0,+∞]
B 7→ ν(B) = µ(f−1(B).

Montrer que ν est une mesure.

11. (a) Soit f : R∗+ → R, x 7→ f(x) = e−x/(1 − e−x). Cette fonction est-elle mesurable (par
rapport à la tribu de Borel) ?

(b) Montrer que ∀x > 0,
∑

n≥1 e−nx = e−x

1−e−x . En déduire que
∫ +∞
1

e−x

1−e−x dx =
∑

n≥1
1

nen .
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12. Soit f : R → R décroissante continue.

(a) Pourquoi f est-elle borélienne ?

(b) Calculer limn→+∞
∫ 1

0
f(xn)dx.

13. Énoncer le théorème de convergence monotone. Montrer à l’aide de ce théorème que :

S :=
∫ 1

0

∑
n≥1

x2n−1dx =
∑
n≥0

∫ 1

0

x2n−1dx.

Calculer S.

14. Soit (E,A, µ) un espace mesuré. Soit f : E → R positive mesurable. Montrer que

ν : A → [0,+∞]

A 7→
∫

A

fdµ

est une mesure.
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