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1. Rappel : Si f : E → F et A ⊂ F , f−1(A) = {x ∈ E : f(x) ∈ A}. Si C ⊂ E, f(C) =
{f(x), x ∈ C}.
On considère l’application f : R → R, x 7→ x2.

(a) Déterminer f([−3,−1]), f([−3, 1]), f(]− 3, 1]).

(b) Déterminer f−1(]−∞, 2]), f−1(]1,+∞[), f−1(]− 1, 0] ∪ [1, 2[)

2. On considère des applications f : E → F , g : F → G.

(a) Montrer que f−1(A ∩B) = f−1(A) ∩ f−1(B).

(b) Montrer que f−1(A ∪B) = f−1(A) ∪ f−1(B).

(c) Montrer que f−1(Ac) = [f−1(A)]c.

(d) Pour U ⊂ G, montrer que (g ◦ f)−1(U) = f−1(g−1(U)).

3. Rappel : Pour une famille d’ensemble (An)n∈N, on note
⋂

n≥0 An = {x : ∀n, x ∈ An} et⋃
n≥0 An = {x : ∃n tel que x ∈ An}

(a) Déterminer
⋂

n≥0]1, 1 + 1/(n + 1)].

(b) Déterminer
⋂

n≥0]1, 2 + 1/(n + 1)].

(c) Déterminer
⋂

n≥0]1− 1/(n + 1), 2].

(d) Soit f : R → R, x 7→ x2. Déterminer f−1(
⋃

n≥0[1/(n + 1),+∞[).

4. Rappel : I ⊂ R est dit un intervalle si [a ∈ I et b ∈ I ⇒ ∀x, a ≤ x ≤ b, x ∈ I].
Si f : R → R est monotone, montrer que pour tout intervalle I, f−1(I) est un intervalle.

5. On considère une application f : E → F1×F2, x 7→ (f1(x), f2(x)). Montrer que f−1(A×B) =
f−1
1 (A) ∩ f−1

2 (B).

6. (a) Montrer que f(C ∪D) = f(C) ∪ f(D).

(b) Montrer que f(C ∩D) ⊂ f(C) ∩ f(D). Montrer par un contre-exemple que l’inclusion
inverse n’est pas toujours vraie.

(c) Les inclusions suivantes sont-elles vraies : f(Dc) ⊂ f(D)c, f(D)c ⊂ f(Dc) ? On
exhibera au besoin des contre-exemples.

7. Rappel : Si f : E → F , f est dite injective si [f(x) = f(y) ⇒ x = y]. f est dite surjective si
quelque soit y ∈ F , il existe x ∈ E tel que f(x) = y.
On considère les deux applications f et g de N dans N définies par f(n) = 2n et

g(n) =

{
n/2 si n est pair
0 si n est impair.

(a) Étudier l’injectivité et la surjectivité de f et g.

(b) Déterminer g ◦ f et f ◦ g.
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