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1. Soit Card : P(N) → [0,+∞], A 7→ Card(A) = le nombre d’éléments de A. Montrer que Card
est une mesure sur (N,P(N).

2. On se donne un espace mesurable (E,A).

(a) Soit x ∈ E, on note

δx : A → [0,+∞]

B 7→ δx(B)

{
= 1 si x ∈ B

= 0 sinon .

Montrer que δx est une mesure sur (E,A).

(b) Soient x1, ..., xk des éléments distincts de E et p1, ..., pk ∈ R∗+. On note

µ : A → [0,+∞]

B 7→ µ(B) =
∑

1≤i≤k

piδxi(B)

Montrer que µ est une mesure sur (E,A).

3. Soit (E,A, µ) un ensemble mesuré avec µ une mesure finie.

(a) Pour tout n ∈ N∗, on note An = {x : µ({x}) > 1/n}. Montrer que An est fini pour tout
n.

(b) Soit A = {x : µ({x}) > 0}. Montrer que A =
⋃

n≥1 An.

(c) Montrer que A est dénombrable.

4. Soit un espace mesurable (E,A). Soit f : E → F . Montrer que {B : f−1(B) ∈ A} est une
tribu sur F .

5. Soit A1, ..., An une partition de R.

(a) Montrer que A = {
⋃

i∈I Ai : I ⊂ {1, ..., n}} est une tribu.

(b) Montrer que σ({A1, ..., An}) = A.

6. Soit B = {A ∈ P(R) : A est dénombrable ou Ac est dénombrable }.

(a) Montrer que B est une tribu.

(b) Montrer que si A ∈ P(R) est dénombrable alors A ∈ σ({x}, x ∈ R). En déduire que
B ⊂ σ({x}, x ∈ R).

(c) Montrer que B = σ({x}, x ∈ R).

7. Trouver un ouvert de R qui est de mesure de Lebesgue finie et qui n’est pas borné.
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