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Feuille d’exercices semaine 4
Convergence d’intégrales, fonctions définies par une intégrale.

1. Calculer les limites suivantes :

(a) limn→+∞
∫ 1

0
sin

(
1

nx

)
dx

(b) limn→+∞
∫ n

0

(
1− x

n

)n
dx

(c) limn→+∞
∫ +∞
−∞ sin

(
x
n

)
n

x(1+x2)dx

(d) limn→+∞
∫ +∞
−∞ e1−cos2n(x)e−|x|dx.

(e) limn→+∞
∫ +∞
0

arctan(nx)e−xdx

2. (a) Calculer
∫ +∞
0

∑
n≥1(e

−nx − 2e−2nx)dx.

(b) Calculer
∑

n≥1

∫ +∞
0

(e−nx − 2e−2nx)dx. Que remarque-t-on ?

3. Fonction Gamma.
Pour x réel, on pose Γ(x) =

∫ +∞
0

tx−1e−tdt.

(a) Quel est le domaine de définition de Γ ?

(b) Montrer que Γ est continue sur son domaine de définition.

(c) Montrer que Γ est C∞ sur son domaine de définition.

4. Soit φ ∈ L1([0, 1], dt). Pour x ∈ R+, on pose F (x) =
∫ 1

0

√
φ(t)2 + xdt.

(a) Montrer que F est continue sur R+ et dérivable sur R∗+.

(b) Si 1
φ ∈ L

1([0, 1], dt), montrer que F est dérivable à droite en 0.

(c) Si F est dérivable à droite en 0, montrer que 1
φ ∈ L1([0, 1], dt) (on pourra utiliser le

lemme de Fatou).

5. On pose pour x ∈ [0, 1] et n ∈ N∗, fn(x) = −
∑n

k=1(−1)kxk.

(a) Montrer que ∀n ∈ N∗,∀ ∈ [0, 1], |fn(x)| ≤ 2
1+x .

(b) Calculer limn→+∞
∫ 1

0
fn(x)dx. En déduire la valeur de

∑+∞
k=1

(−1)k+1

k .

6. (a) Soit f ∈ L1([0, 1], dt). Calculer limn→+∞
∫ 1

0
xnf(x)dx.

(b) Soit f : [0, 1] → R telle que la fonction x 7→ f(x)
1−x appartient à L1([0, 1], dt). Calculer

limn→+∞
∫ 1

0
nxnf(x)dx.

7. Transformée de Fourier
Soit f ∈ L1(R, dt). On note : ∀t ∈ R, f̂(t) =

∫
R f(x)eitxdx.

(a) Vérifier que f̂ est bien définie.

(b) Montrer que f̂ est continue.

(c) Si on suppose de plus que la fonction x 7→ xf(x) appartient à L1(R, dt), montrer que f̂

est dérivable et que
(
f̂
)′

(0) =
∫

R xf(x)dx.

(d) Soit g ∈ L1(R, dt). Montrer que fg ∈ L1(R) et que f̂ ∗ g = f̂ × ĝ. (On rappelle que :
f ∗ g(y) =

∫
R

f(y − x)g(x)dx.)
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