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Feuille d’exercices numéro 9
Loi des grands nombres

1. Soient X, Xo ... des variables aléatoires indépendantes de loi P(6) (rappel : X,, prend ses
valeurs dans 0,1,2,... et P(X,, = k) = 0F¢~?/k!). Onpose S,, = X1 +---+X,, et on rappelle
que S, ~ P(nb).

(a) Soit f continue de [0, +oo[— R, bornée. Montrer que :
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(b) En déduire que :

2. Soient X3, Xs,...,Y1,Ys,... des variables uniformes sur [0, 1] indépendantes.

(a) Montrer que :
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(b) En déduire une méthode d’approximation de 7.

3. Soit f une fonction mesurable : [0,1] — [0,1]. Soient X1, Xo,...,Y¥7,Ya,... des variables
uniformes sur [0, 1] indépendantes. Calculer

1 4+ 41
i MSFX) YuSf(Xa)

n—-+oo n

4. On utilise des ampoules successivement sur une méme lampe. On note X, X, ... les durées
de vie (en jours) de ces ampoules. On suppose que les X; sont indépendantes et de loi £(A)
(rappel : cela veut dire que X; de loi 1,50 e **dx). On voudrait estimer P(X; > t) = e~

et pour cela il faut estimer \. Soit : A, = . Montrer que Xn LY
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5. On utilise des ampoules successivement sur une méme lampe. On note X7, Xo, ... les durées
de vie (en jours) de ces ampoules et Y7, Ys, ... le temps qu'il faut attendre entre la mort d’une
ampoule et son remplacement. Par convention, on note Xy = 0 et Yy = 0. Ainsi, la premiere
ampoule fonctionne pendant une durée X1, il se passe un temps Y7 avant qu’on la remplace
par la deuxieme ampoule qui fonctionne un temps X ...

On s’intéresse a R; la durée pendant laquelle on a eu une ampoule qui fonctionne dans
Iintervalle [0,t] (¢ > 0). Par exemple, si X1 =2,Y; =1,Xy =3 et t =4 alors Ry = 3. On
suppose que E(X;) < oo, E(Y7) < co. On note Z,, = X,, +Y,,. On pose i(t) = sup{i > 0 :
Zo+ Zy + -+ Z; <t}. Dans exemple précédent, on a i(t) = 1.



a) Montrer que i(t) est une fonction croissante.

(a)
(b) Montrer que {w : sup;>qi(t) < oo} = {w: In, Z,
(¢) En déduire que i(t) tE» +o0.
(d) Montrer que pour tout ¢ > 0 :
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En déduire un encadrement de R;/t.

(e) En déduire que
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