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Exercice 1

(a) On a ∀q, C ⊂ Bq donc P(C) ≤ P(Bq) ≤
∑

k≥q P(Ak). Par hypothèse, limq→+∞
∑

k≥q P(Ak) =
0 donc P(C) = 0.

(b) i. On a Bc
n = ∩n≤kAc

k ⊂ ∩n≤k≤qA
c
k.

ii. On a donc (en utilisant l’indépendance) P(Bn) ≤ P(∩n≤k≤qA
c
k) = Πn≤k≤qP(Ac

k).

iii. On a P(Bn) ≤ Πn≤k≤q(1− P(Ak)) ≤ Πn≤k≤qe
−P(Ak) = exp

(
−

∑
n≤k≤q P(Ak)

)
.

iv. On a donc, vu l’hypothèse sur la divergence de la série, P(Bc
n) = 0.

v. On a Cc = ∪n≥0B
c
n donc P(Cc) ≤

∑
n≥0 P(Bc

n) = 0.

Exercice 2

(a) On a φ(u) =
∫ +∞
0

e−ux
√

(2/π)e−x2/2dx.
Pour tout u > −1, x 7→ e−ux

√
(2/π)e−x2/2 est mesurable (car continue).

Pour tout u > −1, pour tout x ≥ 0, |e−ux
√

(2/π)e−x2/2| ≤ ex
√

(2/π)e−x2/2| qui est
intégrable sur [0,+∞[.
Pour tout x ≥ 0, u 7→ e−ux

√
(2/π)e−x2/2 est continue.

Donc par théorème de continuité sous l’intégrale, φ est continue.

(b) On a pour tous n ≥ 0 et x ≥ 0 , |e−nx
√

(2/π)e−x2/2| ≤
√

(2/π)e−x2/2 qui est
intégrable sur [0,+∞[. Pour tout x > 0 (donc pour presque tout x de [0,+∞[),
e−nx

√
(2/π)e−x2/2 −→

n→∞
0. Donc par théorème de convergence domineée, φ(n) −→

n→∞
0.

(c) Pour toute fonction h : R → R continue bornée, on a :

E(h(Y )) = E(h(e−X))

=
∫ +∞

0

h(e−x)
√

(2/π)e−x2/2dx

(changement de variable e−x = t) =
∫ 0

1

h(t)
√

(2/π)
e− log(t)2/2

−t
dt .

Donc la densité de Y est t 7→ 1t∈[0,1]

√
(2/π) e− log(t)2/2

t .

Exercice 3

(a)

P(X1 + · · ·+ Xn ≥ n(E(X1) + m)) = P
(

X1 + · · ·+ Xn − nE(X1)√
n

≥
√

nm

)
(théorème central-limite) ≈

∫ +∞

1

e−t2

√
2π

dt

(d’après la table) ≈ 0.1587 .



(b) Pour tout n ”assez grand” :

P(X1 + · · ·+ Xn ≥ n(E(X1) + m)) = P
(

X1 + · · ·+ Xn − nE(X1)√
n

≥
√

nm

)
(théorème central-limite) ≈

∫ +∞

0.1
√

n

e−t2

√
2π

dt .

D’après la table. il suffit donc d’avoir 0.1
√

n ≥ 1.65, ce qui est satisfait pour n ≥ 172 = 289.


