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La plus grande importance a été accordée lors de la correction à la justification des réponses.

1. (a) (1 + x
n )n = exp(n log(1 + x

n )) et ∀x ∈]0, 1], n log(1 + x
n ) ∼

n→+∞
n x

n = x donc, puisque

exp est continue, exp(n log(1+ x
n )) −→

n→∞
ex (∀x ∈]0, 1]). Donc exp(n log(1+ x

n )) −→
n→∞

ex

pour presque tout x de [0, 1]. Pour tout x de ]0, 1] (et donc pour presque tout x de
[0, 1]), log(1 + x

n )) ≤ x
n donc exp(n log(1 + x

n )) ≤ ex qui est une fonction intégrable sur
[0, 1]. Donc par théorème de convergence dominée :

lim
n→+∞

∫ 1

0

(
1 +

x

n

)n

dx =
∫ 1

0

exdx = [ex]10 = e1 − 1 .

(b) ∀x ∈]0; 1], n
x
√

x
sin
(

x
n

)
∼

n→+∞
n

x
√

x
x
n = 1√

x
donc pour presque tout x de [0, 1],

n

x
√

x

(
sin
(x

n

)
− x

n

)
−→

n→∞
0 .

On a par ailleurs, ∀x > 0 (et donc pour presque tout x de [0, 1]),
∣∣∣ n
x
√

x

(
sin
(

x
n

)
− x

n

)∣∣∣ ≤
n

x
√

x
(| sin

(
x
n

)
|+ | xn |) ≤

1√
x

+ 1√
x

= 2√
x

qui est intégrable sur [0, 1]. Donc par théorème
de convergence dominée :

lim
n→+∞

∫ 1

0

n

x
√

x

(
sin
(x

n

)
− x

n

)
dx = 0 .

2.

E(X2) =
∫ +∞

0

x22e−2xdx

= [−x2e−2x]+∞0 +
∫ +∞

0

2xe−2xdx

= [−xe−2x]+∞0 +
∫ +∞

0

e−2xdx

= [−e−2x/2]+∞0

= 1/2

3. Pour tout x > 0 (et donc pour presque tout x de [0, π/2]), y 7→ (y/x) sin(yx) est dérivable
de de dérivée 1

x sin(yx) + y cos(yx). Pour tout y ∈ [0, 1], | 1x sin(yx) + y cos(yx)| ≤ yx
x + y ≤ 2

qui est intégrable sur [0, 1]. Pour tout y ∈ [0, 1], x 7→ y
x sin(yx) est intégrable sur [0, 1] (car

| yx sin(yx)| ≤ y2. Donc, par théorème de dérivation globale sous l’intégrale,

F ′(y) =
∫ π/2

0

sin(yx)
x

+ y cos(yx)dx .

4. (a) Par indépendance des Xi : P(An) = P(X1 = 1, . . . , Xn = 1) = P(X1 = 1) . . . P(Xn =
1) = (1/2)n.



(b) P(A0) ≤ 1 donc par intersection décroissante : P(∩n≥1An) = limn→+∞ P(An) = 0.

5. (a) On prend f ∈ C+
b ((R∗+)2).

E(f(U, V )) = E(f(
√

XY ,
√

X/Y ))

=
∫

(R∗+)2
f(
√

xy,
√

x/y)(x + y)e−xe−ydxdy

On fait le changement de variable u =
√

xy, v =
√

x/y. On a x = uv, y = u/v. La
matrice jacobienne est la suivante :

J(u, v) =
[

v 1/v
u −u/v2

]
Donc :

E(f(U, V )) =
∫

(R∗+)2
f(u, v)e−uve−u/v

(
uv +

u

v

) ∣∣∣∣−2u

v

∣∣∣∣ dudv

Donc la densité de (U, V ) est la fonction (u, v) ∈ (R∗+)2 7→ e−uve−u/v2u2
(
1 + 1

v2

)
.

(b) La variable V est à valeurs dans R∗+. Soit f ∈ C+
b (R∗+). Par Fubini-Tonelli :

E(f(V )) =
∫

(R∗+)2
f(v)e−uve−u/v2u2

(
1 +

1
v2

)
dudv

=
∫

R∗+
f(v)

(∫
R∗+

e−u/v2u2

(
1 +

1
v2

)
du

)
dv

Donc la densité de V est v ∈ R∗+ 7→
∫

R∗+
e−uve−u/v2u2

(
1 + 1

v2

)
du que l’on calcule par

intégrations par parties (en posant α = (v + 1
v ) :

∫
R∗+

e−uve−u/v2u2

(
1 +

1
v2

)
du =

(
1 +

1
v2

)([
−2u2

α
e−uα

]+∞
0

+
∫ +∞

0

4u

α
e−αudu

)

=
(

1 +
1
v2

)([
−4u

α2
e−αu

]+∞
0

+
∫ +∞

0

4
α2

e−αudu

)

=
(

1 +
1
v2

)
4
α3

=
4v(v2 + 1)
(v2 + 1)3


