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Documents et calculatrices interdits.
La plus grande importance a été accordée lors de la correction à la justification des réponses.

Les exercices sont indépendants.

1. (a)

P(Z ≥ t + u|Z ≥ t) =
P(Z ≥ t + u, Z ≥ t)

P(Z ≥ t)

=
P(Z ≥ t + u)

P(Z ≥ t)

car {Z ≥ t + u} ⊂ {Z ≥ t}.
(b) On dérive par rapport à u puis on fait u = 0 dans la réponse précédente.

2. Soit f ∈ C+
b R.

E(f(U)) = E(f(Z + Y ))

=
∫

R2
f(x + y)1x≥0e

−x e−y2/2

√
2π

dxdy .

Changement de variable u = x + y, v = y. D’où x = u− v, y = v. Matrice jacobienne[
1 0
−1 1

]
de déterminant = 1. Les variables u, v parcourent R2 quand x, y parcourent R2. Donc

E(f(U)) =
∫

R2
f(u)1u−v≥0e

−(u−v) e
−v2/2

√
2π

dudv

(Fubini-Tonelli) =
∫

R
f(u)e−u

(∫ u

−∞
ev e−v2/2

√
2π

dv

)
du .

Calculons (changement de variable w = v − 1)

∫ u

−∞
ev e−v2/2

√
2π

dv =
∫ u

−∞

1√
2π

e−(v−1)2/2e1/2dv

=
∫ u−1

−∞

1√
2π

e−w2
e1/2dw

Donc la densité de Z + Y est u 7→ e−u+1/2G(u− 1).

3. Soit Z ∼ N (0, 1).

P(X1 + · · ·+ Xn ≥ n) = P
(

X1 − E(X1) + · · ·+ Xn − E(Xn)√
n

≥ n− nE(X1)√
n

)
= P

(
X1 − E(X1) + · · ·+ Xn − E(Xn)√

n
≥ 25− 20

5

)
(th. central-limite) ≈ P(Z ≥ 1)

(d’après la table) ≈ 1− 0, 86433 = 0, 13567 .
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4. (a) On le montre par récurrence.

• C’est vrai en n = 0.
• Si c’est vrai jusqu’en n− 1.

log(Wn) = log(ap + (1− p)Vn) + log(Wn−1)

= log(ap + (1− p)Vn) + log(W0) +
n−2∑
k=0

log(ap + (1− p)Vk) .

(b) Nous avons E(| log(ap + (1 − p)V1)|) ≤ | log(ap)| + E(| log(1 + (1−p)V1
ap )|) ≤ | log(ap)| +

E(V1)| (1−p)
ap |. Donc E(| log(ap + (1− p)V1)|) < ∞. D’où le résultat par la loi des grands

nombres (et parce que log(W0) = 0).

(c) Pour tout ω, ∣∣∣∣ a− V1(ω)
ap + (1− p)V1(ω)

∣∣∣∣ ≤ (a + V1(ω))× 1
inf(a, V1(ω))

≤ (a + V1(ω))
(

1
a

+
1

V1(ω)

)
.

(d) Nous avons

(a + V1(ω))
(

1
a

+
1

V1(ω)

)
≤ 1 +

a

V1(ω)
+

V1(ω)
a

+ 1 .

Donc, par théorème de comparaison et puisque E(V1), E(1/V1) < ∞, nous avons E(
∣∣∣ a−V1(ω)
ap+(1−p)V1(ω)

∣∣∣) <

∞ (∀p). Pour tout p ∈]0; 1[, ∀ω, ∂
∂p log(ap + (1 − p)V1(ω)) = a−V1(ω)

ap+(1−p)V1(ω) . Pour tout
p, E(| log(ap+(1−p)V1)|) (vu en 4b). Donc par théorème de dérivation sous l’intégrale,

c′(p) = E
(

a− V1

ap + (1− p)V1

)
.

(e) Nous avons c′′(p) ≤ 0 (∀p), c′(0) = E(a/V1) − 1, c′(1) = 1 − E(V1/a). Un tableau de
variation de c donne le résultat.

(f)

c(p) =
1
2

log(ap + 1− p) +
1
2

log(ap + 4(1− p))

=
1
2

log(ap + (1− p)) +
1
2

log(ap + 4(1− p))

=
1
2

log((ap + (1− p))(ap + 4(1− p))) .

Il suffit donc de maximiser (ap + (1 − p))(ap + 4(1 − p)) = (p + 1)(4 − 2p). D’où le p
optimal égal à 1/2.


