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Corrigé de l’examen - 15 janvier 2008.
Durée : 2h.

Documents et calculatrices interdits.
La plus grande importance a été accordée lors de la correction à la justification des réponses.

Les exercices sont indépendants.

1. (a) Prenons une fonction ψ continue bornée et calculons :

E(ψ(X0, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn)) = E(ψ(X0, . . . , Xn, X1 + V1, . . . , Xn + Vn))

=
∫

Rn+1

(∫
Rn

ψ(x0, . . . , xn, x1 + v1, . . . , xn + vn)
n∏

i=1

[g(vi)]dv1 . . . dvn

)
µ(dx0)Q(x0, dx1) . . . Q(xn−1, dxn) .

Changement ce variable : y1 = x1 + v1, . . . , yn = xn + vn dans l’intégrale entre parenthèses (la
matrice jacobienne est In). D’où :

E(ψ(Y1, . . . , Yn) =
∫

Rn+1

(∫
Rn

ψ(x0, . . . , xn, y1, . . . , yn)
n∏

i=1

[g(yi − xi)]dy1 . . . dyn

)
µ(dx0)Q(x0, dx1) . . . Q(xn−1, dxn)

(Fubini-Tonelli) =
∫

R2n+1
ψ(x0, . . . , xn, y1, . . . , yn)

n∏
i=1

[g(yi − xi)]

µ(x0)Q(x0, x1) . . . Q(xn−1, xn)dx0 . . . dxndy1 . . . dyn .

D’où la réponse.

(b) Prenons une fonction ψ continue positive bornée. En utilisant Fubini-Tonelli :

E
(∫

Rn+1 f(xn)µ(x0)
∏n

i=1[g(Yi − xi)Q(xi−1, xi)]dx0 . . . dxn∫
Rn+1 1µ(x0)

∏n
i=1[g(Yi − xi)Q(xi−1, xi)]dx0 . . . dxn

ψ(Y1, . . . , Yn)
)

=
∫

R2n+1

∫
Rn+1 f(xn)µ(x0)

∏n
i=1[g(yi − xi)Q(xi−1, xi)]dx0 . . . dxn∫

Rn+1 1µ(x0)
∏n

i=1[g(yi − xi)Q(xi−1, xi)]dx0 . . . dxn
ψ(y1, . . . , yn)

µ(x′0)
n∏

i=1

Q(x′i−1, x
′
i)g(yi − x′i)dx

′
0 . . . dx

′
ndy1 . . . dyn

=
∫

Rn

ψ(y1, . . . , yn)
(∫

Rn+1 f(xn)µ(x0)
∏n

i=1[g(yi − xi)Q(xi−1, xi)]dx0 . . . dxn∫
Rn+1 1µ(x0)

∏n
i=1[g(yi − xi)Q(xi−1, xi)]dx0 . . . dxn

)
×

(∫
Rn+1

µ(x′0)
n∏

i=1

Q(x′i−1, x
′
i)g(yi − x′i)dx

′
0 . . . dx

′
n

)
dy1 . . . dyn

=
∫

R2n+1
ψ(y1, . . . , yn)f(xn)µ0(x0)

n∏
i=1

[g(yi − xi)Q(xi−1, xi)]dx0 . . . dxndy1 . . . dyn

= E(f(Xn)ψ(Y1, . . . , Yn)) .

2. (b) i. Si les deux châınes acceptent la proposition en même temps alors elles se retrouvent au
même endroit). Si Xn 6= Zn, la probabilité que le prochain point proposé soit accepté par
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les deux châınes est :
m∑

j=1

qj min
(
πjqXn

πXnqj
,
πjqZn

πZnqj
, 1
)

=
m∑

j=1

πj min
(
qXn

πXn

,
qZn

πZn

,
qj
πj

)
≥ 1

w1
.

Donc P(T > n) ≤
(
1− 1

w1

)n

.

ii.

|P(Xn ∈ A)− P(Zn ∈ A)| = |E(1Xn∈A − 1Zn∈A)|
= |E(1Xn∈A,Zn /∈A − 1Xn /∈A,Zn∈A)|
≤ E(1Xn∈A,Zn /∈A + 1Xn /∈A,Zn∈A)
≤ 2E(1Xn 6=Zn) .

iii. Par les calculs précédents :

‖L(Xn)− π‖V T ≤ 2P(Xn 6= Zn)
≤ 2P(T > n)

= ≤ 2
(

1− 1
w1

)n

.


