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Documents et calculatrices interdits.
La plus grande importance sera accordée lors de la correction à la justification des réponses.

Les exercices sont indépendants.

2. (a)

µ([0, 1]) =
∫

R
1[0,1](x)x2e−x1[0,2](x)λ(dx)

=
∫ 1

0

x2e−xdx

(int. par parties) = [−x2e−x]10 +
∫ 1

0

2xe−xdx

(int. par parties) = −e−1 + [−2xe−x]10 +
∫ 1

0

2e−xdx

= −3e−1 + 2− 2e−1 = 2− 5/e .

(b) ∫
[ 14 , 3

4 ]

1
x

µ(dx) =
∫

[ 14 , 3
4 ]

1
x

1
(1− x)

1[0,1](x)λ(dx)

=
∫ 3/4

1/4

1
x(1− x)

dx

=
∫ 3/4

1/4

1
x

+
1

1− x
dx

= log(3) + log(3) = 2 log(3) .

(c)

µ([0, 2]) =
∫

[0,2]

µ(dx)

=
∫

[0,2]

inf(x2,
1√
x

)λ(dx)

=
∫ 2

0

inf(x2,
1√
x

)dx

=
∫ 2

1

1√
x

dx +
∫ 1

0

x2dx

= [2
√

x]21 + [x3/3]10

= 2(
√

2− 1) +
1
3

= 2
√

2− 5/3 .

3. (a) Posons fn(x) = n2(1 − e−x/n)2 pour x ∈ [1, 2]. Les intégrales dont nous cherchons la
limite sont égales à

∫ 2

1
fn(x)dx. Pour x ∈ [1, 2], fn(x) = n2(x2/n2 + o(1/n2)) ∼

n→+∞
x2,
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donc fn(x) −→
n→∞

x2. Pour tout x ∈]0, 1], |fn(x)| ≤ n2(x/n)2 = x2 qui est intégrable sur

[1, 2]. Donc, par théorème de convergence dominée, limn→+∞
∫ 2

1
fn(x)dx =

∫ 2

1
x2dx =

[x3/3]21 = 7/3.

(b) Posons fn(x) = (1 + x/n)−2n (pour x ≥ 0). Pour tout x > 0, fn(x) = exp(−2n log(1 +
x/n)) = exp(−2n(x/n + o(1/n))) = exp(−x + o(1)) −→

n→∞
e−x (par continuité de la

fonction exp). Donc fn
p.s.−→

n→∞
exp(−.) sur [0,+∞[. Pour tout n, x ≥ 0, |fn(x)| ≤

exp(−2n×x/n) = e−x qui est intégrable sur [0,+∞[. Donc, par théorème de convergence
dominée, limn→+∞

∫ +∞
0

fn(x)dx =
∫ +∞
0

e−xdx = 1 .

4. Notons f(u, x) = ex log(u)

x .

(a) • x 7→ ex log(1/2)

x est intégrable sur [1,+∞[ car
∫ +∞
1

ex log(1/2)

x dx ≤
∫ +∞
1

ex log(1/2)dx =
elog(1/2)/ log(1/2).

• ∀x ∈ [1,+∞[, u 7→ ex log(u)

x est dérivable de dérivée u 7→ ex log(u)

u .

• Soit ε ∈]0, 1[, ∀x ∈ [1,+∞[, ∀u ∈]ε, 1−ε[,
∣∣∣ ex log(u)

u

∣∣∣ ≤ e−x log(1−ε)

ε qui est une fonction
de x intégrable sur ]1,+∞[.

Par théorème de dérivation globale, ∀u ∈]ε, 1−ε[, F ′(u) =
∫ +∞
1

ex log(u)

u du = 1
log(u) . Cela

est vrai ∀ε ∈]0, 1[ donc ∀u ∈]0, 1[, F ′(u) = 1
log(u) .

(b) Pour x ≥ 1, ex log(1/n)

x −→
n→∞

0. Pour tout x > 0, n ≥ 2, | e
x log(1/n)

x | ≤ ex log(1/2) qui est

intégrable sur [1,+∞[. Donc, par théorème de convergence dominée, limn→+∞ F (1/n) =∫ +∞
1

0dx = 0.


