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Documents et calculatrices interdits.
La plus grande importance sera accordée lors de la correction à la justification des réponses.

Les exercices sont indépendants.

1. Soient (Xi)i≥0 des variables i.i.d. telles que P(X0 = 0) = p, P(X0 = 1) = 1 − p (p ∈]0, 1[).
On fixe n = 100. On note A = {∃i ∈ N : Xi = Xi+1 = · · · = Xi+n−1 = 0}. On note
A′ = {∃i ∈ N : Xni = Xni+1 = · · · = Xni+n−1 = 0}.

(a) Montrer que P(A) ≥ P(A′).

(b) Calculer P(A′). Indication : on pourra écrire A′ comme une intersection.

(c) En déduire P(A).

2. Soient U1, U2, . . . i.i.d. de loi uniforme sur ]0, 1[.

(a) Montrer que P(U1 + · · ·+ Un ≥ n2) −→
n→∞

0.

(b) On fixe n = 400. Estimer P
(
U1 + · · ·+ Un ≥ 11n

20

)
.

3. Calculer limn→+∞
∫ +∞
0

(cos(x))ne−xdx .

4. Soient U, V deux variables indépendantes de loi E(1) (loi exponentielle de paramètre 1).

(a) Quelle est la loi de sup(U, V ) (pour u, v ∈ R, sup(u, v) est le plus grand des deux réels
u, v) ? Indication : on pourra calculer la fonction de répartition.

(b) Quelle est la loi de U +V ? Indication : on pourra calculer la densité de la loi de U +V .

5. Soit X de loi N (0, 1) (loi normale centrée réduite).

(a) Soit u ∈ R. Montrer que la variable
∣∣∣ euX−1

X

∣∣∣ est d’espérance finie.

(b) Soit M > 0 quelconque. Montrer que la dérivée de u 7→ E
(

euX−1
X

)
pour |u| < M est

u 7→ E(euX) =
∫

R eux e−x2/2
√

2π
. Indication : on admettra l’existence d’une constante CM

telle que M |x| − x2/2 ≤ CM − x2/4 (∀x ∈ R). On laissera dans un premier temps la
dérivée sous forme intégrale.

(c) Calculer pour aboutir à une expression de la dérivée sans espérance ni intégrale.

(d) Calculer la dérivée de u 7→ E
(

euX−1
X

)
pour tout u.
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