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Documents et calculatrices interdits.
La plus grande importance sera accordée lors de la correction à la justification des réponses.

Les exercices sont indépendants.

1. Soit g : Z →]0; 1[. Soit (Un)n≥1 suite i.i.d. de loi uniforme sur [0; 1]. Soit (Yn)n≥0 une châıne de
Markov dans Z ∪ {π} définie par:

• Y0 = 0.

• À Yn fixé.

– Si Yn = π alors Yn+1 = π.
– Si Yn 6= π. On tire Vn+1 uniformément dans A = {−1, 1}. Puis on pose

Yn+1

{
= Yn + Vn+1 si Un+1 ≤ g(Yn + Vn+1)
= π si Un+1 > g(Yn + Vn+1) .

On pose ε0 = 1 et ∀n ≥ 1,

εn

{
= 0 si Yn = π

= 1 si Yn 6= π .

On note ∀x, y ∈ Z,

K(x, y)

{
= 1/2 si y − x ∈ A

= 0 sinon .

(a) On admet que (Yn, εn)n≥0 est une châıne de Markov (dans (Z∪ {π})× {0, 1}). Pour x, y ∈ Z,
calculer P((Yn+1, εn+1) = (y, 1)|(Yn, εn) = (x, 1)).

(b) On note T = inf{n, Yn = π}. On se donne f : R → R mesurable. Montrer que

E(f(Yn)1T>n) =
∑

x1,...,xn∈Z
K(0, x1)g(x1)K(x1, x2)g(x2) . . .K(xn−1, xn)g(xn)× f(xn) .

2. Soit (Xn)n≥0 châıne de Markov dans {1, 2, 3, 4} de loi initiale µ0 quelconque et de matrice de
transition

P =


0 1/2 0 1/2
0 0 1/2 1/2
0 1 0 0

1/2 0 1/2 0


(a) Montrer que (Xn) est irréductible, récurrente positive.

(b) Montrer que P 3
1,1 > 0, P 5

1,1 > 0.

(c) En déduire que la châıne est apériodique.

(d) Calculer µ la proba invariante de cette châıne.

(e) Montrer que ∀x, y, Pn
x,y a une limite quand n → +∞ et calculer cette limite.

(f) Soit T4 = inf{n : Xn = 4}. Calculer E4(T4).
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3. function s=f(x)
s=exp(-x*x/2)/sqrt(2*%pi);

endfunction
function s=g(x)
s=exp(-(x-2)*(x-2)/2)/sqrt(2*%pi);

endfunction

b=0;
while (b==0)
U=rand(); // cette ligne renvoie U de loi uniforme sur [0,1]
V=rand();
X=grand(1,1,’nor’,0,1); // cette ligne renvoie X de loi normale de moyenne
0 et de variance 1
Y=grand(1,1,’nor’,t,1); // cette ligne renvoie Y de loi normale de moyenne
t et de variance 1
if (U*f(X)<g(X))
Z=X;
b=1;

elseif (V*g(Y)<f(Y))
Z=Y;
b=1;

end,
end,
Z // cette ligne affiche Z

(a) Quelle est la loi de la variable Z renvoyée parle programme scilab ci-dessus ? (Cette question
est plus difficile que les suivantes. Vous pouvez la sauter et faire quand même (b) et (c).)

(b) Calculer la probabilité p que la boucle s’arrête à l’itération 1 à l’aide des fonctions f et g.

(c) Exprimer le nombre moyen de boucles effectuées par ce programme à l’aide de p. (On demande
de faire un calcul.)


