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Corrigé du partiel du mercredi 11 mars 2009.
Durée : 2h.

Documents et calculatrices interdits.
La plus grande importance a été accordée lors de la correction à la justification des réponses.

Les exercices sont indépendants.

1. . . .

2. (a)

µ([0, 1]) =
∫ 1

0

f(x)dx

=
∫ 1

0

x2e−x3
dx

=
[
−1
3

e−x3
]1

0

=
1
3
(1− e−1) .

(b) ∫ 1

0

x2µ(dx) =
∫ 1

0

x2 sin(x)dx

= [x2(− cos(x))]10 +
∫ 1

0

2x cos(x)dx

= − cos(1) + [2x sin(x)]10 −
∫ 1

0

2 sin(x)dx

= − cos(1) + 2 sin(1)− [2(− cos(x))]10
= − cos(1) + 2 sin(1) + 2 cos(1)− 2 = 2 sin(1) + cos(1)− 2 .

3. (a) • Pour tout x ∈ [1, π/2] et tout n ≥ 1,
∣∣∣ log(1+x/n)

sin(x/n)

∣∣∣ ≤ |x/n|
|(2/π)(x/n)| = π

2 (fonction
constante qui est intégrable sur [1, π/2]).

• Pour tout x ∈ [1, π/2], log(1+x/n)
sin(x/n) ∼

n→+∞
(x/n)
(x/n) = 1, donc log(1+x/n)

sin(x/n) −→
n→∞

1.

• Par théorème de convergence dominée, nous avons donc
∫ π/2

1
log(1+x/n)
sin(x/n) dx −→

n→∞∫ π/2

1
1dx = (π/2− 1).

(b) • On utilise : ∀u ∈ [0, π/2], cos(u) ≤ 1 − u2/2. Pour tout x ∈ [0, π/4] et tout
n ≥ 1,

∣∣∣ 1
1−cos(x/n) log

(
1 + x3

n2

)∣∣∣ ≤ 1
x2/(2n2)

x3

n2 = x, et cette fonction est intégrable
sur [0, π/4].

• Pour tout x ∈]0, π/4], 1 − cos(x/n) = 1 − (1 + x2/n2 + o(1/n2)) = x2/n2 +
o(1/n2) ∼

n→+∞
x2/n2. Donc pour tout x ∈]0, π/4],

(
1

1−cos(x/n)

)
log

(
1 + x3

n2

)
∼

n→+∞
n2

x2
x3

n2 = x. Donc, pour p.t. x ∈ [0, π/4],
(

1
1−cos(x/n)

)
log

(
1 + x3

n2

)
−→

n→∞
x.

• Par théorème de convergence dominée,
∫ π/4

0

(
1

1−cos(x/n)

)
log

(
1 + x3

n2

)
dx −→

n→∞

∫ π/4

0
xdx =

1
2

(
π
4

)2
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