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Examen (durée 2h)

Documents, calculatrices et téléphones interdits. La plus grande importance sera accordée lors de la correction à la

justi�cation des réponses. Les exercices sont indépendants.

1. (a) Soit f une densité de probabilité donnée par

f(x) =


0 si x ≤ 0 ,
3
2x

2 si x ∈ [0; 1] ,
3
2 (x− 2)2 si x ∈ [1; 2] ,

0 si x ≥ 2 .

Calculer la fonction de répartition F associée.

(b) Soit X de densité f . Calculer E(X).

(c) Calculer V(X) (on pourra utiliser l'identité : x2(x− 2)2 = (x− 2)4 − 4(x− 2)2 + 4x(x− 2)2).

2. Soient X1, X2, . . . des tirages indépendants de loi B(1/3) (Bernoulli de paramètre 1/3). Soit T = inf{n ≥ 1 :
Xn = 1}.

(a) Soit n ≥ 1, calculer P(T = n).

(b) Calculer P(T ≥ 3).

3. On se donne une densité f de loi exponentielle de paramètre θ (θ > 0). Soient X1, X2, . . . indépendants, tous

de même loi de densité f . On cherche à estimer θ. Pour n ≥ 1, on note θ̂n =
√

2n

X
2
1 +···+X2

n

.

(a) Montrer que θ̂n est un estimateur de θ.

(b) Montrer que θ̂n est un estimateur convergent de θ (on pourra utiliser l'intégration par parties).

(c) Calculer V(X1) (on pourra utiliser l'intégration par parties).

(d) Montrer que
(
θ̂n

)−2
est un estimateur de V(X1), et qu'il est convergent.

4. Soient X1, X2, . . . des variables aléatoires indépendantes, toute de loi uniforme sur [0; 1].

(a) Calculer E(X1).

(b) Calculer V(X1).

(c) Donner une estimation de P(X1 + · · ·+X64 ≥ 32 + 4√
3
).

5. Soit X une variable gaussienne de moyenne µ et de variance 1. Soit (X1, X2, . . . , Xn) un n-échantillon de X.

(a) Déterminer l'expression de la vraisemblance L(X1, . . . , Xn;µ) associée au n-uplet (X1, . . . , Xn).

(b) Écrire le log (népérien) de la vraisemblance précédente.

(c) Quel est l'estimateur du maximum de vraisemblance de µ ?

6. On se donne une densité f de loi exponentielle de paramètre 1. Soient X1, X2, . . . indépendants, tous de même
loi de densité f . On �xe n ≥ 1.

(a) Soit Y = sup1≤k≤nXk. Calculer P(Y ≤ t) pour tout t ∈ R.
(b) Calculer la densité de Y (rappel : c'est l'opposé de la dérivée de la fonction de répartition aux points où

on peut la calculer).
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