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Corrigé de I’examen (du lundi 3 juin 2013)
Durée : 3h.
Documents, téléphones et calculatrices interdits.
La plus grande importance a été accordée lors de la correction d la justification des réponses.
Aucune importance n’a été accordée auz erreurs de syntaze de scilab.

1. (a)
Algorithme 1
k=0;
b=0;

while (b==0) do
b=grand(1,1,’bin’,1,p);

k=k+1;
end,
disp(k);
(b)
+oo
P(X>k) = > pl-pi—1
i=k+1
_ (1_ )kx;
A Y ()
= (1-p*.

(c) Calculons la fonction de répartition de X. Nous avons, pour k € N*, Fx(k) = P(X <
k)=1—(1—-p)k. SiU ~U([0;1]) alors Fx'(U) est de méme loi que X. Soit k € N*,
les lignes suivantes sont équivalentes :

1-(1-pft<U<1-(1-pF,
klog(l —p) <log(1—-U) < (k—1)log(1 —p),

B log(1-0U)
(k 1)<710g(1_p) <k,
_ [log(1-U)
"= [log(lp)w

Donc F, 1(U) = Fl‘;gg((ll:g))—‘. L’algorithme est donc le suivant.

Algorithme 2
u=grand(1,1,’unf’,0,1);
x=ceil(log(1-u)/log(1-p));
disp(x);
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(d) Pour le premier programme, le nombre de boucles est de méme loi que X. Nous avons :
E(X) = 375 pk(1 — p)*=t = pf'(1 — p) avec f(z) = 375 2" = L. Donc E(X) =
m = %. Le deuxiéme programme ne comporte pas de boucle. Donc le deuxiéme
programme est plus efficace.

2. Prenons deux fonctions test f,g. Calculons :

(y—=1)2

e

44175;4,
_(—=)?
(fR2 IU/(de)Q(an dxl)e\/%f(ﬂfl)dl‘odxl)
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Posons 1(y) = [po p(dug)Q(uo, dul)%duodul. Nous remarquons que 1) est la densité
de Y. Donc

_w—=)?
fR2 p(dro)Q(wo, d$1)e\/%f(l’1)d:rodx1>
V(y)dy .
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Donc ]
_(y—=y)
fR2 M(dﬂCo)Q(iﬂoa d$1)%f(a?1)dmodm1
E(f(X))Y =y) = “27(”_“,1)2 .

Jgz 11(dug)Q(ug, dul)%duodul
3. Nous avons erA f@)A(z) < maxgep f(x)xeeA Az) et ZyeE f@)A(z) > mingep f(x)x
> yer M) = mingep f(z). Dot le résultat.
4. Le programme tire X ~ U([—2;2]) et U ~ U([0;1]) indépendantes jusqu’a ce que & x § <
T (X )@ Remarquons que nous avons 1’inégalité suivante :
21 — t2 < 1[_2;2] (t)
- 4

8
Vt 6 R, ]]'[—1;1](t) X g
(car % < %) On identifie donc un algorithme de rejet. La variable simulée est de loi de
densité t € R — 1 1) 2127

s

5. Notons S7, Ss, ... les valeurs successives prises par S au cours du programme. Notons 7" le
nombre de boucles. la deuxiéme variable affichée par le programme est 7' — 1. Nous avons :
T =inf{k > 1 : Sy > 2}. Les variables X; = 51, X5 = S5 — 51, X3 = S3 — 53, ... sont i.i.d.
de loi £(1). La variable T est & valeurs dans N*. Soit k& > 2, calculons

P(T=k = / / / / e "t e "R dxy ... day,
0<z1<2 JO<z2<2—x1 0<zp 12— —Tp_2J2— -~z 1<Th

/ / / e T e Thtem G s me ) g dpy
0<z1<2 JO<z2<2—71 0<zp_1<2— " —T_2

= / / / 6_2(2—561—-~-—l‘k,2)dl‘1...d$k,2
0<z1<2 JO<®z<2—x1 0<zp_2<2——xk_3
2k71
(récurrence) = e 2 =



Par ailleurs : P(T' = 1) = e~2. On remarque donc que 7 — 1 ~ P(2).
La premiére variable affichée est S — 2. Calculons pour une fonction test f :

E(f(Sr—2)) = EQ_ f(Xi+-+ Xp)lr=y)
k=1

+oo
/ flaxy —2)e " day
2

S
k>2 0<z;<2 JO<z2<2—x,
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(u=xz1 4+ - +xp) / / / ( f(2—u)e_“du> dry...dxe_1
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2 2k 1
= f(2—u) “du) e~
( 2<u ( Z
= f2—u)e “du.
2<u

Donc Sp —2 ~ £(2).

6. (a) Siz,y € F, il existe un chemin x1,...,z, tel que © ~ x1, 1 ~ x3, ...
Q(z,21)...Q(zn,y) # 0. Donc Q est irréductible.

(b) Si on est en x et que l'on propose y avec le noyau @, la probabilité d’accepter le
mouvement en y est (d’aprés le cours) :

La transition de la chaine de Metropolis s’écrit donc

, T, ~ y. Donc

Qa, ) inf (1, 7)) siy#a,

M(z,y) = DQ(zx :
1=, Qz, z)mf( ,%) siy=ux.

Montrons que 7 est réversible par rapport & M (ce qui implique qu’elle est invariante
par M). Si y # x,

m(x)M(z,y) = 7(x)Q(z,y)inf <1,

= inf(r(2)Q(z,y), 7(y)Q(y, x))
= w(y)M(y,z)



