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Feuille d’exercices numéro 9

1. Soit X v.a.r. de fonction de répartition F' que 1’on supposera inversible.

(a) Comment simuler X conditionellement & X > m & 'aide d’une méthode de rejet ? Evaluer
Pefficacité de la méthode ? Que se passe-t-il quand m devient grand ?

(b) Soit U ~ U([0,1]) et Z = F~Y(F(m) + (1 — F(m))U). Montrer que Z ~ L(X|X > m).
Comparer cette méthode de simulation avec la précédente.

(¢) Comment simuler suivant £(X|a < X <b)?

(d) Supposons maintenant que 1’on cherche & simuler suivant £(X|X > m) pour X ~ N(u,o?).
Montrer que 'on peut se rammener au cas u = 0,0 = 1.

(e) Proposer une méthode de rejet (pour simuler suivant £(X|X > m)) basée sur la loi de densité
fe—0@=m)1 . Comment choisir # de maniére optimale ?

2. On veut évaluer I = [ f(z)p(x)dz par une méthode de Monte-Carlo en simulant un échantillon
Xi,...,X,, de densité p par la méthode du rejet. On a une densité g vérifiant p < Mgq. On simule
des variables Z; suivant ¢, on note Xj, ..., X,, celles que l'on garde (et qui ont donc une loi p) et
Z1,...; ZN_n celles que l'on rejette. Le nombre n est fixé et N est le nombre de variables qu’on a
di simuler pour récupérer n variables de loi de densité p.

(a) Loide N ?
(b) Loi de (Z4,...,ZN—n) conditionellement & N —n =k?
(c) Montrez que
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est un estimateur sans biais de E(f(X7)) (c’est a dire que son espérance est E(f(X1))).
3. Soit N € N*. Soient &;,...,&y dans RY (d € N*), wy,...,wy € R tels que wy + - +wy = 1. On

aimerait tirer N variables i.i.d. suivant pu = vazl w;de,

(a) Soient Uy, ...,Uy ii.d. de loi U([0;1]). Soient des variables Y7, ..., Yy définies par
Yj=&siwr+ w1 SUj <wi +--- +wg.

Montrer que Y7, ..., Yy sont i.i.d. de loi u. Proposer un algorithme pour simuler les Y7,...,Yn
de cotit O(N?).

(b) Soit N € N*. Soient Xi,...,Xy41 ii.d. de loi £(1). Soit Z = Xy + -+ + Xn41. Soient
Ui,...,Uy iid. de loi U([0;1]). Soient V3 < --- < Vi tels que {V4,...,Vn} ={U,...,Un}

(c’est la statistique d’ordre de (Uy,...,Uy)). Montrer que Yy = 5, Yy = 31£%2 [y =
)(14'7;)(” sont tels que
LOI
(Yr,...,YN) ( = ) Vi, ., VN).
(c) Soient &1,...,&n dans RY (d € N*), wy,...,wy € RY tels que wy + - - -+ wy = 1. Trouver une

méthode pour tirer N variables i.i.d. suivant la loi 1 de colit O(N).



(d) (Programmation) Soit (X)r>o chaine de Markov dans R de loi initale dp et de transition
donnée par X, 11 = 0,8 x X,, +V,, (avec des V, ii.d. de loi £(1)). Soient (pour n > 1) :
Y, = X,, + W,, (avec des W, i.i.d., indépendants de tout le reste et de loi N(0,1). Ecrire un
programme qui approche E(X,,|Y7,...,Y},) pour n dans un intervalle.



