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8 GEOMETRIE AFFINE

1.6 Barycentres

Soient X un espace affine non vide, Ay, -+, A5 un systéme de s points de X, A1, .-+, A des élé-
ments du corps de base K. Le systéme ((A1, A1), --, (As, As)) est appelé systéme de points pon-
dérés de X. On a la proposition suivante:

Proposition 1.33. L’application : A: X — X définie par A(M Z A MA (appelée fonction
vectorielle de Leibniz) est constante si Z Ai=0 et bijective s1 Z Ai #0.
i=1 i=1
Lorsque Z Xi #0, Vunique point G de X tel que A(G Z =0

est appele barycentre du systeme de points pondérés ((Az, )\7) , (As, As))-
On le note Bar((A1, A1), -, (As, As))-

On parle d’isobarycentre lorsque tous les \; sont égauz.

i=n

Démonstration. Supposons Z Ai=0. Soient M et N deux points de X.
i=1
Ona A(M)=>" NMA; =" XN(MN +NA) =" A)MN +A(N).
i=1 i=1 i=1
On en déduit que AM)=A(N).
Supposons Z Ai#0 et fixons une origine O € X.
Onapourtout MEX A(M) = Z/\ )MO + A(O).

On voit alors que l'on a A(M) - A(M') si et seulement si MO = M'O, ce qui équivaut a
M = M’, donc A injective. A est surjective car pour ¥ € X un vecteur donné, il existe un point
JEE— 1
M (unique) tel que OM = ———(A(O) — ¥). 0
(unique) tel g /\1+---+/\n(() )
Remarque 1.34. Soient X un espace affine non vide, Aj, ---, As des points de X affectés des
poids respectifs A1, -+, As. On suppose que A1+ -+ A; £ 0. Alors,
1. pour tout scalaire non nul «, on a
Bar((A1, A1), -, (As, As)) =Bar((A1, ad1), -+, (As, as)).
Ce qui signifie que le barycentre d’un systéme de points ne change pas si on multiplie tous les
poids par un méme scalaire non nul.
2. Bar((A1, A1), -+, (As, As)) appartient au sous-espace affine de X engendré par les points

Loy Ay

La proposition suivante est trés utile pour construire le barycentre d’un systéme de points.

Proposition 1.35. (associativité du barycentre) Soient X un espace affine (réel),
Ay, -+, As des points de X affectés des poids respectifs A1, -, As. On suppose que A1+ -+ A\s #0.
Soient I et J sont deur sous-ensembles non vides et complémentaires dans {1, ---, s} (I U J =

{1,-+-,s}). Si MIZZ Ai#0 et Gy =Bar((4;, Ni)ic1), alors on a

iel
Bar((Alﬂ )‘1)’ ) (ASa )‘S)) = Bar((Gla lu’l)’ (Aj’ )‘j)jEJ)'
Si en plus on a po= Z A;j#0, et Goa=Bar((4;,\j);es), alors
jeJ

Ba'r((Alv )\1>5 Ty (A57 AS)) = Ba’r((Gla ,u‘1>7 (G27 MQ))
Exemple 1.36. L’isobarycentre d’un triangle A BC dans un plan affine est son centre de gra-
vité. Par associativité du barycentre, on vérifie que les trois médianes du triangle sont concou-
rantes en son centre de gravité.
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Proposition 1.37. (coordonnées barycentriques) Soit X un espace affine de dimension n,
muni d’un repere affine (Ao, -+, An). Alors pour tout point M € X, il existe un (n + 1)-uplet
unique, (Xo, -, A\n) € K™ tel que M =Bar((Ag, Mo), -+, (An, An)) €t Ao+ -+ A =1.

Ce (n + 1)-uplet (Ao, =+, An) est appelé systéme de coordonnées barycentriques du point M dans
le repére considéré.

Démonstration. (Ag, -+, A,) étant un repére affine de X, pour tout point M, il existe un
=N
unique n-uplet (z1, -+, zy) tel que Z x;AgA; = AgM .
i=1 =,
En utilisant la relation de Chasles cela donne Z x;(AoM + M A;) = AoM ,
i=n i=n =1

c’est-a-dire (1 — Z ) M Ao+ Z %M— =0.

1=

3=

i=1 i=1
On a donc l'existence avec \g = 1 — Z xz; et A\; = x; pour 1 < i < n. Pour 'unicité, il suffit
i=n i=1 i=n
d’écrire que Z ANMA; = 0 équivaut & MAy + Z AiAgA; = 0 (en utilisant la relation de
i=0 i=1

Chasles). ]
Proposition 1.38. Soient X un espace affine, A1, -+, As des points de X, alors le sous-espace
affine de X engendré par Aq,---, As est l'ensemble de tous les barycentres du systéme Ay, -, As.

Conservation du barycentre sous une application affine

Proposition 1.39. Soient X, Y deux espaces affines, f: X — Y une application affine.
Si Ay, -+, Ag est un systéme de points de X affectés des poids respectifs A1, -+, As tels que
A+ 4+ As#0, alors on a f(Bar((A1, A1), -+, (As, As))) =Bar((f(A41), M), -, (f(As), As))
(Iimage du barycentre est le barycentre des images, affectés des mémes poids).

Démonstration. Soit G € X tel que Z )\iG—A; =0. On a alors Z )\Zf(G—Az)) =0.
i=1 i=1
Ce qui par définition de f signifie Z Mf(G) f(A) =0,
i=1
donc f(G) est barycentre du systéme (f(A41), A1), -, (f(As), As). O

Le théoréme suivant donne une caractérisation des applications affines:

Théoréme 1.40. Soient X, Y deux espaces affines, f: X — Y une application. Alors f est
affine si et seulement si f conserve les barycentres.



