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Exercice 5

Soient A, B, C, D quatre points distincts et non tous alignés du plan affine usuel R2 Montrer
que les conditions suivantes sont équivalentes:

La droite (AB) est paralléle a la droite (C'D) et la droite (AC) est paralléle a la droite
(BD).

ii. AB=CD

iii. AC=BD

iv. Les segments [AD] et [BC] ont méme milieu.

Solution:

1. Remarquons tout de suite que AB=CD équivaut a AC = BD en vertu de la régle du paral-
lélogramme. ii. et iii. sont donc équivalents (ii. <= iii.).

2. ii. implique “(AB) est parallele a (C'D)"; iii. implique “(AC) est paralléle a (BD)". Comme ii.
et iii. sont équivalents, on en déduit que ii. implique i. (ii. = i.).

3. Montrons l'implication i.==>ii. : supposons (AB)//(CD) et (AC)//(BD). Il existe alors A, u
des nombres réels tels que CD = AAB et BD = n AC. Remarquons que les quatre points
n'étant pas tous alignés, I'hypothése “(AB)//(CD) et (AC)//(BD)" entraine que les points
A, B et C ne sont pas alignés (en effet I'alignement de A, B et C entrainerait |'alignement de
A, B, C et D du fait que (AB)//(CD)).
Nous allons montrer que d: dans les expressmns CD=MAB et BD = MAC A=1et pu=1. Nous
avons CD + DB=\AB f,uAC, donc CB=\AB quC.
De méme, CB =— AC + AB. Nous en déduisons que AB — AC=\AB f,uﬁ.
Les points A, B et C n'étant pas alignés, le systéme (E, R) est libre et donc A=p=1.
Nous venons ainsi de prouver que i.<=>ii.<=>iii.

4. 1l ne nous reste plus qu'a prouver |'équiva|ence ii.<=iv.: notons I le milieu de [AD], J le

milieu de [BC]. Nous avons donc Al = ID et BJ = JC. En utilisant la relation de Chasles
on peut écrire: (AB CD <« Al + IB=CJ + JD) Comme Al =1ID et CJ = JB,
on a (E =CD<«=> ID+ IB=JB + JD). L'égalité ID+IB=JB+ JD équivaut a
ID + DJ= JB + BI, c'est-a-dire I.J =J1, ce qui signifie I = J.

Ces quatre conditions restent-elles équivalentes lorsque les points A, B, C' et D sont alignés?

Solution: Lorsque les points A, B, C et D sont alignés on a iv.<=iii.<=>ii.=—>i. mais on n'a pas for-
cément i.—ii.: il suffit de prendre sur une droite affine D, quatre points distincts A, B, C et D tels

que par exemple CD=2AB.



Exercice 8

- =

Soit £ un espace affine réel de dimension 3, muni d’un repére cartésien R = (O, 4,7, D).
Soient A, B, C, D les quatre points de £ ayant pour coordonnées respectivement

(1,1,1), (2,1,—1), (4,0,2) et (1,2,3).

1. Aprés avoir vérifié que les points A, B et C' ne sont pas alignés, donner une équation carté-
sienne du plan P; engendré par ces trois points.

Solution: les points A, B et C sont alignés si et seulement si (E, E) est lié. Nous avons
AB =1 — 2@, AC =3i — 7 +@. On voit tout de suite que |'équation MAB 4+ \AC =0
admet pour seule et unique solution (A1, A\2) = (0, 0).

Conclusion: le systéme (E, IR)V) est libre, donc les points A, B et C ne sont pas alignés.
Un point M € & appartient au plan engendré par A, B et C si et seulement si le systéme
(m, AB, Iﬁ) est lié. Ce qui équivaut a det(z 7. ( AM, E,E) =0.

(x—1) 1 3
Notant (x, y, z) les coordonnées de M dans le repére R, cela donne | (y—1) 0 —1|=0,
(z—1) =2 1

c'est-a-dire (en développant par rapport a la premiére colonne),
—2(xz-1)—-T(y—1)—(2—1)=0.
2. Soient v) =4 + U, U2 =¥ + w. Donner une équation cartésienne du plan Po passant par D
et de direction engendrée par 0] et 0.

Solution: de maniére analogue a la question précédente, un point M de coordonnées (z, y, z)
appartient au plan P, passant par D et de direction engendrée par 0) et U5 si et seulement si

. (zx—1) 1 0
det(z,5,3) (DM, v, U3) =0, c'est-a-dire | (y—2) 1 1| =0. On en déduit que P> admet
(z=3) 01

pour équation cartésienne,

(x—1)~(y—2)+ (2~ 3)=0.

3. Décrire I'intersection P; N Ps.

Sﬁolutioﬂn: on peut facilement vérifier que le systéme (E, E, Fl) est libre, ce qui signifie
P1 # Pa, donc P; N Pz est une droite affine D. Un point M appartient a D si et seulement si
r—y+z = 2
—2r—Ty—z = —10° Une
résolution de ce systéme montre que |'ensemble solution est décrit par les (z, y, z) de la forme
(z,y,2)=(8,0,—6) +t(—8,1,9) ot t est un réel quelconque. D ="P; NP, est donc la droite
passant par le point M, de coordonnées (8,0, —6) et de vecteur directeur -84 + T+ 9.

ses coordonnées (z, y, z) vérifient le systéme linéaire suivant: {

4. Soit A la droite passant par le milieu de [AD] et de direction engendrée par (¢ — o).
Décrire ANPy et ANPos.

Solution: notons I le milieu du segment [AD]. I a pour coordonnées (17%2).

Une équation paramétrique de A est donnée par (z,y,z2) = (1,%,2) +¢(1,0,-1).

Ainsi, un point M de A, de coordonnées (1+t,%,2 ft) appartient & P; si et seulement si
—2(1+41¢) — 7(%) —(2—1t)=-10, c'est-a-dire t = f%. A NP, est donc le point de coordonnées
(—%7 %7 %) De méme, un point M de A, de coordonnées (1 +t, g, 2 —t) appartient & P; si
et seulement si (1+¢) — % + (2 —t) =2, c'est-a-dire %: 0. AN P; est donc vide. La droite A

est faiblement paralléle a Ps.



