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Exercice 1. (8 points) On considére f1, fa et f les trois fonctions réelles données par
fil@)=In(1+422), fo(z)=vV1—a et f(x)= fi(x) X fo(x).
1. Quels sont les domaines de définition respectifs des fonctions f1, fo et f7
Solution: le domaine de définition de f; est I'ensemble des nombres réels x tels que 1422 >0; f; a
donc pour domaine l'intervalle ouvert D; =] — %, + oo[. fa(x) est bien définie si et seulement
sil—x>0; f2 adonc pour domaine Dy =] — o0, 1]. f étant le produit de f; et f, cette
fonction aura pour domaine, l'intersection de D; et Ds. Le domaine de définition de f est
donc | — %, 1].

2. Calculer le développement limité & 'ordre 2 en xy = 0 pour chacune des fonctions fi1, fo
et f.
Solution: en utilisant la formule de Taylor-Young, on trouve: fi(x)=2x — 222+ o(x?);
fa(z)=1— %x — %xQ +o0(z?). Pour calculer le développement limité de f, on utilise le fait que la
partie réguliére de ce développement limité s'obtient en tronquant le produit

(2r —22%)(1 — %x - %zQ) a l'ordre 2; ce qui nous donne: f(z)=2x — 322+ o(z?).

3. Donner une équation de la tangente au graphe de f en (0, f(0)) et étudier la position de
cette tangente par rapport au graphe au voisinage de (0, f(0)).
Solution: en utilisant le développement limité de la question précédente, on trouve que la tangente
au graphe de f en (0, f(0)) admet pour équation y =2x. Comme f(z) — 2z = — 322 + o(x?),
on déduit que f(x)— 2z est négatif au voisinage de o =0, donc la tangente est au dessus du
graphe au voisinage de (0, f(0)).

4. Dans un repére orthonormé du plan, donner ’allure du graphe de f au voisinage de
(0, £(0)) et tracer la tangente au graphe en ce point.
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Exercice 2. (6 points) Soit f la fonction réelle définie par f(z)=v25 — z°.

1. Déterminer le domaine de définition de f.
Solution: f(z) est bien définie si et seulement si 22 < 25, c’est-adire |2| < 5. f a donc pour domaine
I'intervalle [— 5, 5].

2. Calculer f’(x) et préciser le domaine de validité du calcul.

Solution: en utilisant la formule de érivé d'une fonction composée, on trouve que f est dérivable sur
x

V25— 22

3. On considére la fonction g:[0,3] — R définie par g(z) =xe?* + S

Calculer I'intégrale I:/ g(x)dx.
0

] — 5, 5] et que sur cet intervalle, f'(z)=—

Solution: en utilisantla question précédente, on trouve que admet pour primitive

T
V25 — z2
— /25 — 2. Une intégration par parties permet de voir que xe?* admet pour primitive
3
%:ceh - %e%. On en déduit que I = [%xeh - %eh — V25— 502} = %(66 +1).
0

Exercice 3. (3 points) A est un nombre réel pouvant prendre une des cing valeurs suivantes:

-2, - %, %, In(2), v/2. Choisir parmi ces cinq nombres, une valeur pour A et étudier la con-
vergence de l'intégrale impropre o eMdx.

Solution: si A est un nombre réel n(z)n nul, pour b > 0, posons I(b) = ' erdx. On sait que e*
admet pour primitive %e’\l, ainsi, 1(b) = %[e’\l]g = %(e’\b —1). On' voit que si A > 0, alors
bil?roo 1(b) = + oo, tandisque si A <0, bil?roo I(b) =— %; par exemple, /OJFOO eférdx converge

vers la valeur 5.

Exercice 4. (3 points)
On note R le rectangle de R? défini par R = {(z, y) € R? /0 <2 <2,0< y < 3} et on considére
sur ce rectangle la fonction f définie par f(z,y) =y

Calculer l'intégrale double I = // f(z,y)dxdy.
R

Solution: D'aprés le théoréme de Fubini, cette intégrale peut se calculer en faisant successivement

deux intégrale simples. Intégrons d'abord par rapport & y puis par rapport & z: pour z fixé, posons
3

3
I(x) :/ zy?dy. On trouve que I(x) x{%yg’] =9z.
0 0

2 2 2
En intégrant I(z), on a / I(:c)dx:Q/ deQ[%zz} =18.
0 0 0
Conclusion: // f(z,y)dxdy =18.
R




